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DIFERENCIAÇÃO PARCIAL 


INTRODUÇÃO 


“Um fabricante pode constatar que o custo de 
produção C de um artigo depende da qualida- 
de do material usado, do salário-hora dos 
operários, do tipo de maquinaria necessário, 
das despesas de manutenção e da supervisão. 
Dizemos então que C é função de cinco va- 
riáveis, porque depende de cinco quantidades 
diferentes. Neste capítulo estudaremos essas 
funções escalares, começando com o caso de 
duas variáveis independentes e passando en- 
tão a um número arbitrário de variaveis: 


Em primeiro lugar mostraremos como re- 
presentar graficamente funções de duas ou 
três variáveis. Em seguida generalizaremos 
os conceitos de uma variável de limite, fun- 
ção contínua, derivada e diferencial. (As in- 
tegrais de funções de diversas variaveis seção 

finidas no próximo capítulo. ) Entre as apl, | 
O ensaia) emplos e erii: : 
cios estão: determinação da taxa de variação. 
da temperatura de sólidos, avaliação da taxa 
à qual um poluente emitido por uma chaminé 
se dissipa, a mensuração da intensidade dos 

ventos em um furacão, planejamento de chips 

para computador, pesquisas sobre a relação | 
| entre o preço de mercado de um produto e aí 


| procura pelo consumidor. a Da de al 
go, ra f E 
Na Seção 16.6 introduzimos um importante 


instrumento para análise de valores de uma 

função de várias variáveis — o gradiente. Uti- 

lizaremos o. gradiente para achar a taxa de 

variação de uma quantidade escalar, como . 
temperatura ou pressão, quando um ponto se 

move em determinada direção. Outra aplica- 

ção importante é a determinação dos valores 

extremos de uma função. 
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16.1 16.1 FUNÇÕES DE VÁRIAS VARIÁVEIS 


ILUSTRAÇÃO 


Definição (1 6.1) 


Figura 16.1 


As funcóes estudadas nos capítulos anteriores envolvem apenas 
uma variável independente. Tais funcóes tém muitas aplicações. 
Entretanto, em não poucos problemas, ocorrem diversas variá- 
veis independentes. 


— A área de um retângulo depende de duas aquando: = 
comprimento e largura. 


— Se um objeto está localizado no espaço, a temperatura em 
um ponto P do objeto pode depender de três coordenadas 
retangulares x, y, Z de P. 


— Se a temperatura de um objeto no espaço varia com o tempo 
t, então estão em jogo quatro variáveis, x, y, Z € t. 


Nesta seção definiremos funções de diversas variáveis e 
estudaremos algumas de suas propriedades. Relembremos que 
uma função f é uma correspondência que associa a cada elemen- 
to de seu domínio D exatamente um elemento do seu contrado- 
mínio E. Se D é um subconjunto de R? (o conjunto de todos os 
pares ordenados (x, y) de números reais) e E é um subconjunto 
de R, então f é uma função de duas variáveis ( reais). Outra 
maneira de definir este conceito é; 


Podemos representar o domínio D da Definição (16.1) por 
pontos em um plano-xy e o contradomínio por pontos de uma 
reta real, digamos um eixo-w, conforme Figura 16.1. Setas 
curvas associam pares ordenados em D aos números correspon- 
dentes no contradomínio. A título de aplicação, suponhamos 
uma chapa plana de metal com a forma de D. A cada ponto' 
(x, y) da chapa corresponde uma temperatura f (x,y) que pode 
ser registrada em um termômetro, representado pelo eixo-w. 
Podemos também considerar D como a superfície de um lago e 
representar por f (x, y) a profundidade da água no ponto (x, y). 
Há inúmeras outras interpretações físicas da Definição (16. Ta 
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Em geral utilizamos uma expressão em xe y para especi- 
ficar f (x, y) e admitimos que o domínio seja o conjunto de todos 


os pares (x, y) para os quais a expressáo tem sentido. Dizemos 
entáo que fé uma funcáo de x e y. 


“EXEMPLO 1 
NEEM 
Seja e 
(a) Esboce o domínio D de f. z 


(b) Represente d! os números f (2, 5), f 1, 2) e f(- t 2) em um 
eixo-w, conforme Figura 16.1. 


SOLUÇÃO 


(a) Considerando: o radical Vy — x? no denominador de 
f(x,y), vemos que o domínio D é o conjunto de todos os pares 
(x, y) tais que y — x? seja positivo, isto é, y > x”. O gráfico de D 
é o conjunto de todos os pontos que estão acima da parábola 
y =x?, conforme Figura 16.2. 


Figura 16.2 


(b) Por substituicáo 


25) - 5 -> 

(9 2 

q 

Analogamente, f (1, 2) = -S e f(-1, 2) = — 1. Estes valo- 
res funcionais estão indicados no eixo-w da Figura 16.2. 
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Figura 16.4 


Podemos empregar fórmulas para definir funções de duas 
variáveis: Por exemplo, a fórmula V = xy ?h exprime o volume 
V de um cilindro circular relo como função da altura A e do raio 

Ed A “A . . 
da base r. Os símbolos r e h são chamados variáveis indepen- 
dentes, e Vé a variável dependente. 


Uma função f de três variáveis (reais) se define como em 


o f(a, b, c) (16.1), com a diferença que o domínio D é agora um subconjunto | 


de R’. Neste caso, a cada terno ordenado (x, y, z) em D está 
associado exatamente um número real f(x, y, z). Representando D 
por uma região em três dimensões, conforme ilustrado na Figura 
16.3, a cada ponto (x, y, z) de D corresponde um único ponto. 
f(x,y,z) no eixo-w. Como aplicação, podemos considerar D 
como um objeto sólido e f (x,y,z) como a temperatura em 
(x, y, z). 


Geralmente as funções de três variáveis são definidas por 
expressões. Por exemplo, 


x) + vz + 1 í 


fa y, z) = xy sen z 


define uma funcáo de x, y e z. Podem-se também usar fórmulas, 
como V= lwn do volume de uma caixa retangular de dimensóes 
l, we A, para definir funções de três variáveis. 


Voltemos a uma função f de duas variáveis x e y. O gráfico 
de fé, por definição, o gráfico da equação z = f (x, y) em um 
sistema coordenado xyz e é, em geral, uma superfície S de algum 
tipo. Representando o domínio D por uma região do plano-xy, 
então o par (x, y) em D é representado pelo ponto (x, y, 0). Os 
valores funcionais f (x, y) são as distâncias (com sinal) do 
plano-xy a S, conforme ilustrado na Figura 16.4. 


(ab, fb) EXEMPLO 2 


Seja fa função com domínio D dada por 
FG y) =9-2-yeD =Á(x, y): 12+ y? < 9) 


Sa . 
Esboce o gráfico de f e exiba os traços nos planos z = 0, z.= 2, 


.zZz=4z=6ez=8. 


SOLUÇÃO 


O domínio D pode ser representado por todos os pontos do 
círculo xº + y? = 9, inclusive sua circunferência, no plano-xy. O . 
gráfico de fé a porção do gráfico de 


a TEA 


x 


Figura 16.5 Traços circulares nos 
planos z = k, 


Z 


z =f (x, y) 


i 
i 
i 
4 
i 
[i 


y 


dl (x, y, 0) Curva de nível C: 


fœ y) =k 
Figura 16.6 


Figura 16.7 Curvas de nível: 


9-1 y = ko A 
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(um parabolóide) que está no plano-xy ou acima dele (ver Figura 
16.5). 
Para achar o traço no plano z = k, consideremos 


k=9-x-y ou xX+y=9-k 


“Fazendo k = 0, 2, 4, 6 e 8, obtemos os círculos de. raios 


3, VT, 75, A e 1, respectivamente, exibidos na Figura 16.5. 


+ 
Seja f uma função de duas variáveis e consitleremos o 
traço do gráfico de f no plano z = k, ilustrado na Figura 16.6. 
Projetando este traço no plano-xy, obtemos uma curva C de 
equação f (x, y) = k. Note que, se um ponto (x, y, 0) se move ao 
longo de C, os valores funcionais f (x, y) correspondentes são 
sempre iguais a k. C é chamada uma curva de nível de f. 


EXEMPLO 3 
Esboce algumas curvas de nível da função f do Exemplo 2. 
SOLUÇÃO | 


As curvas de nível são as: no plano-xy, de equações da 
forma f (x, y) = k— isto é, 


9-2-y=k ou x+y =9-k 


Essas curvas são círculos, desde que 0 < k < 9. A Figura 16.7 
exibe curvas de nível correspondentes a k = 0, 2, 4, 6 e 8. Essas 
curvas de nível são as projeções, no plano-xy, dos traços circu- 
lares exibidos na Figura 16.5. 


Se fé uma função de duas variáveis e esboçamos as curvas 
de nível f (x, y) = k para valores eqüiespaçados de k, como 
k = 0, 2, 4, 6 e 8 no Exemplo 3, então a proximidade de curvas 


sucessivas nos dá informação sobre a aclividade do gráfico de 


f. Na Figura 16.7, as curvas de nível correspondentes a k = 0 e 
k = 2 estão mais próximas uma da outra do que as correspon- 
dentesak=2ek=8,o que indica que a aclividade da superfície 
da Figura 16.5 é maior nas proximidades do plano-xy. 


EXEMPLO 4 


Sef (x, y) =? — x; esboce algumas curvas de nível de f. 


SOLUÇÃO O gráfico de f é o parabolóide hiperbólico 
z =y? — x? que se obtém fazendo-se a = b = c = 1 em (14. e A 


« Figura 16.8 é um E do gráfico. 
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` Figura 16.8 
As curvas de nível no plano-xy são os gráficos das equa- 
“ ções f (x, y) = k- isto é, de 
| )-2=k kemR 


O quadro a seguir descreve estas curvas. 


k>0 y -x =k Hipérbole com vértices 
(0, + Vk) 
k=0. y?-x?=0,0u - | Duas retas pela origem com. 
y=EX coeficientes angulares + 1 
— 
“k<0 x? — y? =k, ou Hipérbole com vértices 
y =x =-k (+ V=k, 0) 


Figura 16.9 Curvas de nível: 


A Figura 16.9 apresenta as curvas de nível correspondentes a 
k=0,:2,=4+6e:%+8. dl A 


As curvas de nível são utilizadas para a elaboração de 
mapas topográfico, ou mapas de contorno. Por exemplo, 
“suponhamos que f (x, y) represente a elevação (em metros) em 
“um ponto (x, y) de latitude x e longitude y. Na colina da Figura 
16.10 esboçamos curvas (em três dimensões) correspondentes 
às elevações de 0, 100, 200, 300 e 400 metros. Podemos encarar 
- essas curvas como tendo sido obtidas cortando-se a colina em 
fatias paralelas à base. Uma pessoa caminhando ao longo de uma 
dessas curvas permaneceria sempre na mesma elevação. A 
-Figura 16.11 exibe as curvas de nível (bidimensionais) corres- 
pondentes às mesmas elevações. Elas representam a visão que 
teríamos olhando para a colina de um avião acima dela. 


Figura 16.10 Elevações. 


o 3m 15m 
Figura 16.12 Profundidade da água 
em um lago. 


-40° 
50°. 


- 60º 
= 70° 


Figura 16.13 Curvas isotérmicas. 
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š 
Figura 16.11 Mapa topográfico da coluna. 


Mapa análogo é utilizado para indicar a profundidade da 
água em um lago. Um exemplo é o da Figura 16.12, em que 
f (x,y) é a profundidade da água no ponto (x, y). Que partes do 
lago devem ser evitadas por esquiadores aquáticos? 


Como outra ilustração das curvas de nível, a Figura 16.13 


“exibe um mapa meteorológico dos Estados Unidos, em que 


f (x, y) denota a temperatura elevada em (x, y) durante certo dia. 
Ao longo das curvas e do nível, chamadas curvas isotérmicas, 
a temperatura é constante. Em outro mapa meteorológico 
f(x,y) representaria a pressão barométrica em (x, y); as curvas 
de nível neste caso seriam chamadas isobáricas. 


Se f é uma função de três variáveis x, y e z, então, por 
definição, as superfícies de nível de f são os gráficos de 
f (x,y,z) = k para valores convenientes de k. Fazendo k = w,, 
w, € Wp OS gráficos resultantes serão superfícies S,, $, e Sy 
ilustradas na Figura 16.14. f(x, y, z) não se altera quando um 
ponto (x, y, z) se move ao longo de uma dessas superfícies. Se 
f(x,y, z) é a temperatura em (x, y, z), as superfícies de nível são 
superfícies isotérmicas, e a temperatura é constante em cada 
superfície. Sef (x, y, z) representa o potencial elétrico, as super- 
fícies de nível são superfícies equipotenciais, e a voltagem não 
se altera se (x, y, Z) permanece em uma dessas superfícies. 
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fy z) = Wo 


x 


Figura 16.14 Superfícies de nível de f (x, y, z). 


k=-1 


Figura 16.15 Superfícies de nível: 
z- VE + y? =k. 


EXEMPLO 5 


Sef (x, y, z) =z — Vx +)”, esboce algumas superfícies de nível 
sr 


SOLUÇÃO 


As superfícies de nível são gráficos de f (x, y, z) = k — isto é, se 


z-VXFY =k ou z=V +y +k 


em que k é um número real arbitrário. Para cada k obtemos um 
cone circular reto com eixo ao longo do eixo-z. A Figura 16.15 
ilustra os casos k =— 1,0, 1 e 2. 


EXEMPLO 6 


Sef(x y, z) = 14 y? + z, descreva as superfícies de nível de f. 


SOLUÇÃO 


“As superfícies de nível são gráficos de equações da forma f(x, 


y, Z) = k — isto é, de 
e-yré=ko 


em que k é um número real. A tabela a seguir descreve essas 
superfícies. E 
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a a 


x-y zk Hiperbolóide de uma 
folha com eixo ao longo 
do eixo-y. 


yr 2=0 Cone com eixo ao longo 
do EIXO). 


ys ke Hiperbolóide úe duas 
folhas com eixo ao longo 
do eixo-y. l 


A Figura 16.16 ilustra uma superfície de nível de cada tipo. 


AZ 


Figura 16.16 


Os computadores podem ser programados para exibir 
curvas de nível e traços de superfícies em vários planos, e para 
representar superfícies de diversas perspectivas. Os esboços 
desses tipos são chamados gráficos de computador ou gráficos 
gerados por computador. A Figura 16.17 e os Exercícios 29-45 
mostrados a seguir ilustram vários casos obtidos por meio de um 
computador. 
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ET 


(Mz =-(+2+y?”) (ii) Curvas de nível: k = Ax? +3”) 


Ay z 


«Y 


rm, 


(vii) z= cosx+cosy a 2 (9) z= 


= 24? xii 
es) z= In(2s +») Ci) Ji=y? selxi=1 e |y|<1 ou 
lo se |x]<1 e ly|<|x| 
z=4[l-x) selyjzl e |x|<lou 


Figura 16.17 


EXERCÍCIOS 16.1 
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Exercs. 1-6: Descreva o domínio de f e ache os 
valores funcionais indicados. 


1 f(x, y) T x-y; fC 2, 5), F(5, - 2, f (0, -2) ; 


2 fey) -fG D, F3), 10,0 


uw 


3 fu: 12,3), 11,9, 400,1) 


4 fr, s)= or e, 1), f (0, 4), F(-3, 3) 


5 f(x,y,2)= 112 f (1,-2, 2), 
-~  f(=3,0,2) 


6 f(x, y,z)=2+tgx +y sen z; f (1/4, 4, 1/6), 
f (0,0,0) 


Exercs. 7-14: Esboce o gráfico de f. 


N 


U fœ, y) =V- x y 

8 f(x,y)=4-x?-4y? 

9 fy) =y- 

10 f(x, y) = IV + 4 

1 f()=6-2-3y — 

12 f(x, y) = VETE 
13 f(x,y) = Vy- 4x7 16 
14 f(x, y) = Vx? + 477425 


15 f(x, 5 =y- 


k=-4,0,9 
16 f(x, y) = 3x- 2y; k=-4,0,6.: 
17 f(x, y) =-y; k=-2,0,3 
18 fœ, y) = xy; k=-4,1,4 
19 fœ, y) = (0-2 + (y +3) k=1,4,9 
20 f(x, y) = 40 +”; + k=4,9,16 

d 


Exercs. 21-22: Ache a equação da curva de nível de 
fque contém o ponto P. 


P(1,4) 
P(0, 2) 


21 f(x, y) = y arctg x; 
22 f(x, y) = (2x + ye”; 


Exercs. 23-24: Ache a equação da superfície de nível 
de f que contém o ponto P. 


23 f(x, y, z) =%+4y-2; 
24 f(x,y, Z = Zy +; 


P(2,-1,3) 
P(1, 4,-2) 


Exercs. 25-28: Descreva as curvas de nível, quando 
existirem, para a superfície da figura indicada, se 


(a)k>0, b)k=0 e (Jk<0: 
25 Figura 16.17(iii) 26 Figura16.17(xi) 
27 Figura 16.17(vi) 28 Figura 16.17(xii) 


*Exercs. 29-34: Estabeleça a correspondência correta 
entre os gráficos (a)-(£) e o sistema de curvas de nível 
da função dada por z = f (x, y). 
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Exeres. 35-36: Grafe, no mesmo plano coordenado, 
as curvas de nível para k = 1, 2 e 3, usando coordena- 
das polares. 


35 fæ,y) =x + By? tyi : 
36 f(x, y) = 3 + 2y? 4 y! 


Exercs. 37-42: Descreva as superfícies de nível fpara 
os valores dados de ko 


T C oa 
38 fy, z) =z+x+ 4y} k=-1,0,2 
39 f(x,y,z =x+2y+3z  k=-6,6,12 
40 f(0,y,2)=+y?-2; k=-1,0,1 
41 f, y, 2) =x +y? k=-1,0,4 
42 f(,y,2)=2; k=-2,0,3 


43 Uma chapa plana de metal está situada em um. 


plano-xy, de modo que a temperatura T (em °C) no 
ponto (x, y) é inversamente poo à distán- 
cia da origem. E 


(a) Descreva as isotérmicas. 


(b) Se a temperatura no ponto P(4, 3) é de 40°C, 
ache a equação da isotérmica para uma tempe- 
ratura de 20°C. o 


44 Sea voltagem V no ponto P(x, y, é dada por 
V =6/(x? + 4y? + 92312, 


(a) descreva as superfícies eqiiipotenciais. 


(b) ache a equação da superfície egilipotencial 
V =120 


45 De acordo com a lei da gravitacáo universal de 
Newton, se uma partícula de massa m está na 
origem de um sistema coordenado xyz, então o 
módulo F da força exercida sobre uma partícula 
de massa m situada no ponto (x, y, z) é dada por 


Gmyn 
x + y? + q 


em que G é a constante de gravitação universal. 
Quantas variáveis independentes estão presentes? 


Se m, e m são constantes, descreva as superfícies 
de nível da função de x, y, z resultante. Qual o 
significado físico dessas superfícies de nível? 


46 De acordo com a lei dos gases ideais, à pressão P, 


o volume Ve a temperatura T de um gás confinado . 
estão relacionados pela fórmula PV = kT, para uma 
constante k. Expresse P como função de Ve Te 
descreva as curvas de nível associadás à esta fun- 
ção. Qual o significado físico dessas curvas de 
nível?» 


47 Aforca P gerada por um rotor eólico é proporcio- 


nal ao produto da área A varrida pelas pás do rotor. 
e à terceira potência da velocidade v do vento. 


(a) Expresse P como função deA ev. 
(b) Descreva as curvas de nível de P e explique 


seu significado físico. 


(c) Quando o diâmetro da área circular varrida 
pelas pás é 2 metros e a velocidade do vento é 
de 30 km/h, então P = 3.000 watts. Ache a 
equação da curva de nível P = 4.000. 


48 Se x é a velocidade do vento (em m/seg) e y é a 


temperatura (em °C), então o fator de resfriamento 
eólico F (em (kcal/m?)/hr) é dado por F=(33-y) 
(10 Vx =x + 10,5)... 


(a) Ache as velocidadés e. petits para as 
quais F é 0. (Admita quer 0. <xs50e-50 sy 
s 50.) E 


(b) Se F = 1.400, Bode ocorrer o len em 
partes expostas do corpo humano, Esboce o 
gráfico da curva de nível F = 1.400. 


49 A figura da página seguinte exibe curvas de nível 


para a área da superfície do corpo humano (em 
décimos de metro quadrado) como função do peso 
x (em quilogramas) e altura y (em centímetros). 
Use este sistema de curvas de nível para estimar a 
área da superfície do seu próprio corpo. Compare 
esta estimativa com a estimativa mais precisa dada 
pela fórmula de Dubois e Dubois. 


S= 0,007184x® 425 40,725 
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T(x, y) = a arctg pestes] 


23 Mostre que as isotérmicas são arcos de círculos com 
Centros no eixo-y negativo e que passam pelos pontos 
E a (— 1, 0) e (1, 0). Esboce a isotérmica correspondente 
temperatura de 5°C. 


“> 51 Deve-se construir uma usina de incineração de 
lixo para atender a duas cidades. Cada cidade 
gostaria de maximizar sua distância à usina, mas, 
por motivos econômicos, a soma das distâncias de 
cada cidade à usina não pode exceder M quilôme- 
tros. Mostre que as curvas de nível para a locali- 
zação da usina são elipses. 


50 A fronteira superior da região semicircular da 
figura é mantida à temperatura de 10°C, enquanto 
a fronteira inferior é mantida em 0°C. A tempera- 
tura de estado estacionário T em um ponto (x, y) p(x, y) = a+ by +c 
interior à região é dada por 


52 A pressão atmosférica nas proximidades do solo 
em certa região é dada por 


em que a, be c são constantes positivas. 


(a) Descreva as isobáricas nessa região para pres- 
sões superiores a c. 


(b) Trata-se de uma região de alta ou baixa pres- 
são? 


Se fé uma funcio de duas variáveis, podem interessar-nos as 
mudanças nos valores funcionais f (x, y) quando (x, y) varia no 
domínio D e f. Como ilustração física, suponha que uma chapa 
metálica plana tenha a forma da região D da Figura 16.18. A 
cada ponto (x, y) da chapa corresponde uma temperatura f(x, y), 
que é registrada em um termómetro representado pelo eixo-w. 
Quando o ponto (x, y) se move na chapa, a temperatura pode 

aumentar, diminuir ou permanecer constante; portanto, O ponto 
do eixo-w que corresponde a f (x, y) se moverá numa diregáo 
positiva, ou numa direção negativa, ou permanecerá fixo, res- 
pectivamente. Se a temperatura f (x, y) se aproxima de um valor 
fixo L quando (x, y) se aproxima de um ponto fixo (a, b), 
utilizamos a seguinte notacáo. 
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- Notação de limite (16.2) 


Lê-se: O limite de f(x, y), quando (x, y) tende para (a, b) éL: 


; Para dar precisão matemática a (16.2), procedamos como 

segue. Para E > 0 arbitrário, consideremos o intervalo aberto 

(L — €, L +€) no eixo-w, conforme ilustrado na Figura 

16.19. Se (16.2) é verdadeira, existe um 8 > 0 tal que para 

- todo ponto (x, y) interior ao círculo de raio ô com centro 

- . em (a, b), exceto possivelmente o próprio (a, b), o valor 
funcional f (x, y) está no intervalo (L — €, L + €). 


py Ay 
Chapa 
metálica Temperatura 


Figura 16.18 “Figura 16.19 


Isto equivale à seguinte afirmação: 
Se 0 < V(x ~a} + (y -bF <ò, então æ, y) =L| <E. 


Temos, assim, o seguinte: 


Definição de limite (16.3) 


=f(x, y) 


fæ y) 


Figura 16.20 
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Consideremos o gráfico S de f ilustrado na Figura 16.20. 
Intuitivamente sabemos que a Definição (16.3) significa que, 


“quando o ponto (x, y, 0) se aproxima de (a, b, 0) no plano-xy, o 


ponto correspondente (x, y, f (x, y)) em S se aproxima de 
(a, b, L) (que pode estar, ou náo, em 5). Pode-se mostrar que, se 
o limite L existe, ele é único. ; 


Se fe g são funções de duas variáveis, então f+g, fe = 8 fe 
e f/g se definem na maneira usual, podendo-se aplicar o Teorema 
(2.8) relativo a limites de somas, produtos é quocientes. Por 
exemplo, se f e g tém limites quando (x, y) tende para (a, b), 
então 


lim [f (0,7) + g(x, y)] =lim f(x, dá g(x, y), 


(x,y) > (a, b) (x, y) > (a, b) (1,9) = (0,5) 
(x, y) 
f(x, y) a (a, D se lim g(x y) ia 0 
(1,9) (4,6) 86%, y) - ge, 5) > (a.b) f 
Ay) => la 


lim vf (x,y = Y lim f(x, y) se lim [e y)> 0 


(2%, y) — (a b) | (x,y) > (a, b) œ y) > (a, b 


etc. 


Uma função f de duas variáveis é uma função polinomial 
se f (x, y) pode ser expressa como soma de termos da forma 
cx”y", em que c é um número real e m e n são inteiros não-ne- 
gativos. Uma função racional é o quociente de duas funções 
polinomiais. Tal como no caso de funções de uma variável, 
podem-se achar limites de funções polinomiais e racionais em 
duas variáveis mediante substituição em relação a x e y. 


EXEMPLO 1 
Ache 


(a) lim eS as +5y—7) 


de 


Œy) > (2-3) 


2 2 
(b) lim Xy 
y) (39) VA +Y 


SOLUÇÃO 


(a) | Como x E 4? + 5y — 7 é um polinômio, podemos achar o 


limite substituindo x por 2 e y por — 3. Assim, 


dim (x? -—4xy? + 5y - 7) = Ż -4(2)(- 3P + 53) -7 
(6,9) = (2,-3) 


=8-72-15-7=-86 . 
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Ra + (b). Podemos proceder como segue: 
ra e po 2 lim (x2—y?) 
AM li RE (x,y) > (3, 4) 9-16 
lim TO > 
Te 69>69 tY o dim yet+y lim (24?) 
o Fx, 0)=1 a : (2,7) > (3,4) (x, 7) — (3,4) 
LTD co a E 
F(0,y)=-1. v9+16 5 
Figura 1621 | EXEMPLO2 


Figura 16.22 


; Je 
Mostre que lim = 


z não existe. 
(1,9) (0,0) +Y 


© SOLUÇÃO 


2L- y 


Seja f(x, y) = PE y? 


- A função f é racional; mas não podemos substituir x por O e y 


por 0, pois obteríamos um zero no denominador. 
Considerando um ponto arbitrário (x, 0) no eixo-x, então 


x? — 0 
x +0 


fœ, 0) = 


= 1, desde que x = 0 


Para um ponto arbitrário (0, y) no eixo-y, temos 


m0 y? 
“HO, y) = y = — 1, desde que y = 0 


Conseqüentemente, conforme Figura 16.21, todo círculo de 
centro (0, 0) contém pontos em que o valor de fé 1 e pontos em 
que o valor de fé — 1. Segue-se que o limite não existe, pois, se 
tomarmos € = 1 na Definição (16.3), não há nenhum intervalo 


aberto (L — €, L + E) no eixo-w que contenha 1 e — 1. Logo, é 


impossível achar um ô >0 que satisfaça as condições da definição. 


A Figura 16.22 é um gráfico de f gerado por computador. 
Note que, para x = O e y = 0, o gráfico contém todos os pontos . 
(x, 0, 1) e (0, y, — 1), como já observamos. Pode-se mostrar que 


o gráfico está inteiramente entre os planos z ==- 1 ez=1. 


No Capítulo 2, para uma função de uma variável com 

descontinuidade tipo salto em x = a, provamos que lim f (x) não 
i : x>a 

existe mostrando que lim f(x) e lim f(x) não são iguais. Ao 


x->a" xa 
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considerar tais limites laterais, podemos admitir o ponto de 
coordenada x no eixo-x tendendo para o ponto de coordenada a 
seja pela direita, seja pela esquerda, respectivamente. A situação 
análoga para funções de duas variáveis já é mais complicada, 
pois em um plano há um número infinito de curvas, ou cami- 
nhos, ao longo dos quais (x, y) pode tender para (a, b), conforme 
ilustrado na Figura 16.23. Todavia, se o limite na Definição 
(16.3) existe, então f (x, y) deve ter o limite L, independentemen- 
te do caminho considerado. Isto justifica a seguinte regra para 
investigar limites. é 


Regra dos dois caminhos | Se doi 
(16.4) | de 


Refaremos agora o Exemplo 2 utilizando (16.4). 
EXEMPLO 3 


xy ; 
Mostre que lim 23 não existe. 
(e) > (0,0) EY 


SOLUÇÃO 


Se P(x, y) tende para (0, 0) ao longo do eixo-x (ver Figura 
16.24(i)), a coordenada-y de P é sempte zero e a expressão 
(x? —y2)/(x? + y?) se reduz a x7/x? ou 1. Logo, o valor limite ao 
longo deste caminho é 1. 


Se P(x, y) tende para (0, 0) ao longo do eixo-y (ver Figura 
16.24(ii)), a coordenada-x de P é 0 e (x? — y?)/(x? + y?) se reduz 
a — y?/y?, ou — 1. Como obtivemos dois valores diferentes, o 
limite não existe, de acordo com a regra dos dois caminhos 
(16.4). 


Poderíamos, naturalmente, ter escolhido outros caminhos 
até a origem (0, 0). Por exemplo, fazendo P(x, y) tender para 
(0, 0) ao longo da reta y = 2x (ver Figura 16.24(iii)), então 

*-y *-QY -3224 3 


Py (xP Me. 5 


E sims ao longo da reta y = 2x é —. 


Figura 16.23 


xy 
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0 a (i 


AY 
P(x,y) 


(ii) 


Ea 
«Y 


Figura 16.24 


Como solucáo alternativa, poderíamos escrever a expres- 
sáo em x e y em coordenadas polares: 


2 2 PA 2 2 2 

xº— r“ cos? 0 — r^ sen” 0 
5 L- - E = cos? 6 — sen? 0 = cos 26 
x+y r l 


| AG 
-Ao tender P(x, y) para (0, 0) ao longo de qualquer raio O =k (ver 
Figura 16.24(iv)), o valor da função é sempre cos 2k e, então, 


- f(x,y) teria este valor limite. Escolhendo valores convenientes 


de k, poderíamos fazer f (x, y) tender para qualquer valor entre 
—1 e 1. Logo, de acordo com (16.4), o limite não existe. 


E 


EXEMPLO 4 


2. 


x z E 
T x 7 Não existe. 
TI 


Mostre que lim 
(5,9) => (0,0) Y 


SOLUÇÃO | 
Fazendo P (x, y) tender para (0, 0) ao longo de qualquer reta 


y = mx que passe pela origem (ver Figura 16.25(i)), vemos que, 
sem 0, 


a 


Jo ig mx 0 


Cap: 16: Diferenciação parcial 365 


xy lm COD) ma 
ES 4 id ni oa im AAA 
Go) (0,07 + Ey) (0,0) A+ (MAY a, y) > (0,0) X + Mm? 


im = 
ten-(0,0) 2 +m 0+m? 


=0 


(ii) 


Figura 16.25 


Poderíamos ser tentados a concluir que o limite é O quando 
(x, y) tende para (0, 0); entretanto, se fizermos P(x, y) tender 


- para (0, 0) ao longo da parábola y = x° (ver Figura 16.25(ii)), 


entáo 


xy lim xx?) 
(x, y) — (0, ga +y aa y) (0, yx + (x)? 


= lim x = lim a 
(y) 0,092, y) (0,92 


Assim, nemModo caminho para (0, 0) conduz ao mesmo limite 
e, portanto, pela regra (16.4), o limite não existe. 


e 


Se, na solução precedente, tivéssemos obtido o limite O 
seguindo o caminho y = x?, ainda assim não poderíamos concluir 
que o limite fosse O quando P (x, y) — (0, 0), porque poderia 
haver outro caminho que levasse a um número diferente de zero. 


[Tenha em mente que a regra dos dois caminhos não pode ser 


usada para provar a existência de um limite — ela prova apenas 
que um limite não existe.| 


Ao estudar propriedades de uma função de duas variáveis, 
em geral restringimos o domínio a pontos (x, y) que estejam em 
certos tipos de região do plano-xy. Em particular, um disco 
aberto consiste em todos os pontos interiores a um círculo. Um 
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disco fechado contém tanto os pontos interiores como os pontos 
fronteira do círculo. Um ponto (a, b) é ponto interior de uma 
região R se existe um disco aberto com centro em (a, b) inteira- 
mente contido em R. A Figura 16.26(i) ilustra um ponto interior. 
Um ponto (a, b) é ponto-fronteira de.R se todo disco de centro 
(a, b) contém pontos que estão em R e pontos que não estão em 
R, conforme ilustrado na Figura 16.26(ii). Define-se de maneira 
análoga o conceito de ponto interior (ou fronteira) (a, b, c) em 
uma região tridimensional R, utilizando-se regiões esféricas em 
lugar de discos. 


(i) Ponto interior de R (ii) Ponto fronteira de R 


Figura 16.26 


Uma região fechada é uma região que contém todos so 
seus pontos-fronteira. Uma região é aberta se não contém 
nenhum de seus pontos-fronteira — isto é, todo ponto da região 
é ponto interior. Uma região que contém apenas alguns dos seus 
pontos-fronteira não é aberta nem fechada. Estes conceitos são 
análogos aos de intervalo fechado, aberto e semi-aberto de 
números reais. 


Suponhamos uma função f de duas variáveis definida para 

todo (x, y) em uma região R, exceto possivelmente em (a, b). Se 
(a, b) é um ponto interior, então pode-se usar a Definição (16.3) 
para investigar o limite de f quando (x, y) tende para (a, b). Se 
(a, b) éum ponto-fronteira, utilizaremos a Definição (16.3) com 
a restrição adicional que (x, y) deve estar tanto em R como 
dentro de um círculo de raio à. Os teoremas sobre limites podem 
ser estendidos a pontos fronteira. 


“A definição de continuidade de uma função f de duas 
variáveis é análoga à de uma função de uma variável (ver 
Definição (2.20). 


Definição (16.5) 


Definição (16.6) | 


E] 
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ed 


Para definir continuidade em um ponto-fronteira (a, b), 
devemos acrescentar arestricáo que (x, y) deve estar no domínio | 
D de f. Intuitivamente, sabemos que f (x, y) — £ (a, b) somente 
se (x, y) — (a, b) ao longo de todo caminho C inteiramente 
contido em D. A função f é contínua em seu domínio D se é 
contínua em todo par (a, b) em D. Se fé contínua em D, então 
uma pequena variação em (x, y) acarretará uma pequena varia- 
ção em f (x, y). Olhando o gráfico S de f (ver Figura (16.20)), 
notamos que, se f(x, y) está próxima de (a, b), então o ponto (x, 
y, f(x, y)) em S está próximo de (a, b, f (a, b)). Assim, não há 
buracos, nem saltos verticais, no gráfico de uma funcáó contínua 
de duas variáveis. 


Podemos provar teoremas sobre a continuidade de funcóes 
de duas variáveis, análogos aos relativos a funções de uma 
variável. Assim é que somas, produtos e quocientes de funções 
contínuas são contínuas, desde que o denominador não seja zero 
no caso do quociente. Em particular, as ões polinomiais são 
contínuas em todos os pontos; são-no também as funções racio- 
nais, exceto em pontos onde o denominador se anula. 


E <O que acima se diz sobre limites e continuidade pode ser 
estendido a funções de três ou mais variáveis. Por exemplo, se 
f é uma função de três variáveis, temos a definição seguinte. 


E Seja uma função | f de trê rês variáveis > detinida « em i todo o 


Podemos dar uma ilustração gráfica da Definição (16.6) 
análoga à ilustrada na Figura 16.19. A diferença é que, em lugar 
do círculo no plano-xy, utilizamos uma esfera de raio ô em um 
sistema coordenado xyz. Especificamente, para € > 0 arbitrário, 
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x 
Figura 16.27 


aY, 


de de 


f (x, y,z) 


a 


consideremos o intervalo aberto (L — E, L + €) no eixo-w, como 
na Figura 16.27. Se (16.6) é verdadeira, então existe um ô > 0 
tal que, para todo ponto (x, y, z) interior à esfera de raio ôe centro 
(a, b, c) exceto possivelmente o próprio (a, b, c), f(x, y, z) está 
no intervalo (L - E, L + €). ; 


A definição de limite (16. 6) pode ser estendida a um ponto 
fronteira (a, b, c) de uma região R acrescentando-se a restrição que - 


Q, y 2) esteja tanto em R como no interior de uma esfera de raio ô. 


A regra dos dois. caminhos (16.4) pode ser estendida a 
funções de três variáveis. No próximo exemplo utilizaremos 
esta regra para mostrar a inexistência de um limite. 


EXEMPLOS o sa 
pos UI EE (a + y + 37) e 

Mostre que lim não existe. 

PE endeaz- DO-A) 

SOLUÇÃO 


Suponhamos que P (x, y, z) tenda para (1, 2, — 1) ao longo da 
reta | paralela ao vetor (a, b, c), em que a, b e c são números, 
reais. Por. Es 34), as equações paramétricas de 1 são 


x= 1+aty= 2+btz=-1+ctitemR” 
Logo, para qualquer P(x, y, z) em 1 diferente de (1, 2, — 1), 


(x + y + 327) _ (at + bt + 3ctY 


la DO = 2Xz +1) (abilci) 


a +b JePê (a + b + 3c) 
abc? : abc 


- Atribuindo diferentes: valores a a, b e c— isto é, caminhando para 


(1, 2, — 1) ao longo de diferentes trajetos — obtemos limites 
diferentes. Logo, pela regra dos dois caminhos, o limite não existe. 


Uma função f de três variáveis é contínua em um ponto 
interior (a, b, c) de uma região se 


“lim f(x,y,z) = f(a b,c) 
(x, y, z) => (a b,c) 


A continuidade em um ponto fronteira se define por meio da. 
extensão da Definição (16.6) a pontos fronteira. 


` Pode- -se estender a definição de limite a funções de quatro 
ou mais variáveis; todavia, aqui náo damos interpretacóes geo- 
métricas. 


PA 
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"Na Seção 165 esthdáreimos funções compostas de diver- 
sas variáveis. Com ilustração simples, sejam fuma função de 
duas variáveis x e y e g uma função de uma variável t. Pode-se 


` obter uma função A de duas variáveis substituindo t por f (x, y) 


— isto é, fazendo h(x, y) = g(f(x, )- desde que o contradomínio 
de festejano domínio de g. O próximo oa ilustra o assunto. 


EXEMPLO 6 


Expresse g(f (x, y)) em termos de xeyeacieo domínio da 


- função composta resultante. : E 


Teorema (16.7) | Se 


(a) FG y) =x0%, gù = 38 +1t+1 

(b) f(x, y) = y —-4x?, g(t = sen vr ` 

SOLUCÁO | e 

Em cada caso, substituímos t por FO, a ae de g(t): 
(a) ¿(o y) = g(xe”) = 31% + xo + 1 

(b) gy) = 801 4) = sen Vy E 


O domínio em (a) é R?, e o domínio em (b) consiste em todos 
os pares ordenados (x, y) tais que y > 4x. 


Pode-se provar o seguinte análogo do Teorema (2.24) para 
funções do tipo ilustrado no Exemplo 6. 


O Teorema (16.7) permite estabelecer a continuidade de 
funções compostas de diversas variáveis, conforme ilustrado no 
próximo exemplo. 


EXEMPLO 7 


= Seh(x,y)= e” +5 +Y mostre que A é contínua em todo par (a, b). 


SOLUÇÃO 


Fazendo f (x, y) = x + Sxy + y” e g(() = e”, segue-se que 
h(x, y) = g(f (x, y)). Como fé uma função polinomial, é contí- 
nua em todo par (a, b). Além disso, g é contínua em todo t = f 
(a, b). Assim, pelo Teorema (16.7), h é contínua em (a, b). 
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EXERCÍCIOS 16.2 


Exercs. 1-10: Ache o limite. 


dano 


NS, Dn 


3 lim za 
(x,y) > (1/2,1) 27 COS x 
Cey>e1a E-DO+2) 
5 dim LA 
œ y) => 0,0 X +y 
E da 
GN), 2) CERERE 2y 


7 lim 33 -2x2 id 23 


(x, y) > (0, 0) 124 y? 

8 iiti x -xy + xy’x =y? 
E200 o +y? 

9 lim E 


70) >31) Xz- 3) 
RE) 
10 lim ¿2% 
(x, y, 2) > (2, 1, 2) x-z 
Exercs. 11-20: Mostre que o limite não existe. 
EPA 
11 lim a L 
(8,9) > (6,0) 22 +27? 
2 lim x?—2xy + Sy? 
y > (0,0) 3x? + 4y? 


13 lim xy — -2x — -y +2 
œ y>, y 1? +y- -2x — 4+5 


14. lim > Págs 
Ens) V-2Y-x+2 


3 
ls dim, SD: es 
0, 07: EN 
pl 


16 lim 2% 
(x, y) > (0, 0.03 +2y* 


a a E na É 
É) im Z=% UA 


O æg 


<17 lim TE, 
Œ, y, z) > (0,0, py + y? +2 
18 tim ANAL E 
(,y,2)>(0,0,0) A +92 +2? E 
. 
o Cree] 


(x,y,2)>(0,0,0) Z 


(a+ y +2- 3) 


20 lim 2 
y> 21,0 2-2 -1) 


Exercs. 21-24; Use coordenadas polares para achar o. 
limite, caso exista. 


2 32,3 
21 lim xy 2 lim ¿2 


(x,y) (0,0) +? (x,y) > (0,0) 27 +? 


2 
aoia E. de 
nos +) y) (0,0) X +) 


Exercs. 25-28: Descreva o conjunto dos pontos do 
plano xy em que fé contínua. 


25 fe, y) =1n («+ y-1) 


26 f(x, y) = ES E 


27 f(x, y) = de MY 
28 f(x, y) = 125 - x? — y 


Exercs. 29-32: Descreva o conjunto de pontos em um 
sistema coordenado xyz em que fé contínua. 


1 


DD 


x yaz 
30 f(x, Y, 2) = Vxy tgz 
31 f(x, y, z) = Vx — 2 In (yz) 
32 f(x, y, z) = 14-14 y 222 


Exercs. 33-34: A figura exibe o gráfico de f. Use 
coordenadas polares para investigar lim f(x,y). 
(x, y) > (0, 0) 


senh (x? + y? ~ 


| 


“Cap. 16 . Diferenciação parcial 371 


Exercs. 35-38: Ache A (x, y) = g(f (x, y)) e use o Teo- 
rema (16.7) para determinar onde A é contínua. 


35 f(1,y) =*-y; 80 =(é-4)/ 
36 f&n y)=3x+2y-4;  g()=In(+5) 
37 f(x, y) =x + tg y; s(g=7+1 
38 f(,y)=yIhx5 gw) =e" 


39 Sef (x, y) =X + 2y, g(1) = el, EAA) = É — 3t, ache 
8O Cy), AF C Y), ef (80, HO). Co: 


40 Sef(x, y, Z) = 2x + yë e g(1) = É, ache gf x, y, z)). 


41 Se f(u, v) = uv — 3u + v, g(x, y) = x —2y, e k(x, y) 
= 2x + y, ache f (g(%, y), k(x, y). 


42 Se f (x, y) = 2x + y, ache f (f (x, y), f(x, y). 


43 Estenda a Definição (16.3) a funções de quatro 
variáveis. 


2 2 

34 f(x, y) = FC) 
+ y 

a o 44 Prove que se f é uma função contínua de duas 

: l variáveis e f (a, b) > 0, então existe um círculo C 
no plano-xy com centro (a, b) tal que f (x, y) > 0 
para todo par (x, y) no domínio de fe interior a C. 


45 Prove diretamente pela Definição (16.3) que 


(a) lim x=a ` 
(x, y) — (a,b) ; 
lim y =b 
(x,y) > (a, b) l 
46 Se lim f(x,y)=L e c é um número real, 


(x, y) > (a, b) 
prove, diretamente pela Definicáo (16.3), que 


lim. cf (x,y) = cL 
(x, y).> (a, b) 


ear 


No Capítulo 3 definimos a derivada f'(x) de uma função de uma 
variável como 


to = tm EAD fo) 
e 


"Podemos interpretar esta fórmula como segue. Primeiro, damos 

um acréscimo h à variável independente x; em seguida, dividi- 

“mos a variação correspondente de f, f(x + h) — f œ), por A; e, 

finalmente, fazemos h tender para 0. Podemos aplicar procedi- 

i mento análogo às funções de diversas variáveis. Dada f (x, y), 
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[ 
Definição (1 6.8) | 


Notações para derivadas | Se w =f ( 
parciais (16.9) | | 


primeiro damos a uma das variáveis — digamos, x — um acrésci- 
mo Ah; em seguida, dividimos a variação correspondeñto def 
f(x +h, y) -f (x, y), por h; e, finalmente, fazemos h tender para ` 
0. Isto nos leva ao conceito de derivada parcial f. (x, y) de fem 
relação a x, definido em (16.8). Procedimento análogo aplica-se 
à variável y. 


sta, y) = lim for] 


Na Definição (16.8), x e y são fixos (mas arbitrários) e A é. 
a única variável, daí utilizarmos a notação de limite de funções 
de uma variável em lugar da notação (x, y) — (a, b) introduzida 
na seção anterior. Podemos achar derivadas parciais sem utilizar 
limites, como segue. Fazendo y = b e definindo uma função g de 
uma variável por g(x) = f (x, b), então g'(x) = L b) = fl y). 
Assim, para achar f(x, y), consideramos y como constante e. 
diferenciamos f (x, y) em relacáo a x. Da mesma forma, para 
achar fœ y), consideramos a variável x como constante e 
"diferenciamos f(x,y) em relação a y. O Exemplo 1 ilustra esta 
técnica. 


Dão-se a seguir outras notações comumente usadas para deriva- 
das parciais. 


afi ox e af dy são as derivadas parciais de fem delação ax. 
ea y respectivamente. 


/ 


ae 
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EXEMPLO 1 

Se f (x, y) = xy = 2xºy + 3x, ache, 
(a) fy ef, 60 y) 

b) £0,-DefQ-1) 
SOLUCÁO Y gas 


(a) Considerando y como constante e diferenciando em relação ax: 


f y) = 3ºy? -4y +3 
Considerando x como constante e diferenciando em relação a y: 
F y) = 20ºy — 2x? 
(b) Fazendox=2ey=-1 em (a), temos 
£0,-1)=302E1Y*-42G 1) + 3 = 23, 
LO — D)=ABÃ- 1) - 22) =-24 


Valem para derivadas parciais fórmulas análogas às das 
funções de uma variável. Por exemplo, se u = f(x, y) e v = g(x, y), 
então a regra do produto e a regra do quociente para derivadas 
são y 


| „ôu ðv 
(uv) me dv du ðfu\ à ox 
9 Al dx” oxlv y? 
ou, em notação inicial, 
f F,- e, 
= + > É = 
(fg). e, + $, g |, É 


A regra da potência para diferenciação parcial é 


du 


ð Nn n-1 
Ea (u”) = nu de 


em que n é um número real. Analogamente, 
t E 


a cos u = — sen peu cds = ps 
Ox aa ox” dx dx 


“etc. 
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e 


Chapa de metal 
Figura 16.28.. 


AY 


Figura 16.29 


` Temperatura 


AW 


VS fath y) 


o fæ y) 


EXEMPLO 2 


ôw E 2, xy 
ea, se w = xy“e”, 


SOLUÇÃO | | 
Escrevemos w = (xy?)(e”) e aplicamos a regra do produto: 


y AA. 
= Axe”) + eY(2xy) = xy(xy + 2) e? 


€¿<_--E-_->D»Iá>mX*AMI ea eee mao 


Apliquemos a Definição (16.8) à ilustração física dada no ` 
começo da seção anterior: f (x, y) é a temperatura no ponto 
(x, y) de uma chapa plana de metal no plano-xy. Note que os 
pontos (x, y) e (x + A, y) estão numa horizontal, como se vê na 
Figura 16.28. Se um ponto se move horizontalmente de (x, y) a: 
(x + h, y), então a diferença f (x + h, y) -f (x, y) é a variacáo 
líquida da temperatura, e temos q 


y) f(x, y) 
h 


Variação média da temperatura: Pora ho 


Por exemplo, se a temperatura varia de 2 graus e a distância À é 
4, então a variação média da temperatura de (ya(x+h,y) é 
> ou >. Assim, em média, a temperatura varia à taxa de 5 grau 


por unidade de variacáo na distáncia. Tomando o limite da 
variação média quando A tende para 0, vemos que f(x, y) é a 
taxa (instantánea) de variacáo da temperatura em relação à 
distância, quando o ponto (x, y) se move em direção horizontal. 


Analogamente, se um ponto se move segundo uma reta 
vertical de (x, y) a (x, h + y), conforme Figura 16.29, obtemos 


Variação média da temperatura: Pd Ra f(x, y) 


Fazendo h tender para 0, vé-se que fœ, y) é a taxa (instantánea) 
de variação da temperatura quando o ponto (x, y) se move em 
direcáo vertical. 


Como outra aplicação, suponhamos que D represente a 
superfície de um lago e que f(x, y) seja a profundidade da água 
sob o ponto (x, y) da superfície. Neste caso, f(x, y) é a taxa à 
qual a profundidade varia quando o ponto se afasta de (x, y) 
paralelamente ao eixo-x. Analogamente, f, Œ, y) é a taxa de 
variação da profundidade na direção do eixo-y. 
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add 
-Utilizaremos a seguir o gráfico S de f paia obter uma 
interpretação geométrica da Definição (16.8). Para ilustrar 
fx, y), consideremos os pontos M(x, y, 0) e N(x, y + h, 0). O. 
plano paralelo ao plano-yz e que passa por M e N intercepta S 
segundo uma curva C, (ver Figura 16.30). SejamP e Q os pontos 
de C, que têm projeções M e N no plano-xy. 


Introduzindo um sistema retangular de coordenadas no 
plano que contém M, N, Pe Q, o coeficientesan ular Mpo da 
secante ly por P e Q é a Na 


my + h) = fle y) 


o 


O limite de mpo quando h tende para 0 — isto é, a derivada parcial 
Figura 16.30 fœ y)-éo coeficiente angular da tangente [a C, em P. 


Analogamente, se C, é o traço de S no plano paralelo ao 
plano-xz que passa por M, então f, (x, y) é o coeficiente angular 
da tangente a C, em P. l 


O teorema seguinte resume o assunto. 


Teorema (16.10) 


Figura 16.31 
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Derivadas parciais segundas 
(16.11) | 


- Definem-se da mesma maneira que em (16.8) as derivadas 
parciais primeiras de funções de três ou mais variáveis. Isto é, 
consideram-se constantes todas as variáveis menos uma, dife= 
renciando-se em relação à variável restante. Dada fx, y, 2), 
podemos calcular f, Í, ef (ou, equivalentemente, of/0x, of/0y e 
df/ðz). Por exemplo, ` i E 


f(x, y, z) = lim fyz +h) [Qu 2) 


Como aplicação, seja f (x, y, z) a temperatura no ponto 
P(x, y,z). A derivada parcial f(x, y, Z) é a taxa instantánea de 
variação da temperatura em relação à distância ao longo de uma reta 
por P paralela ao eixo-z. As derivadas parciais fæ y, 2) ef, (% y, 2) 
dão as taxas de variação nas direções dos eixosxe y, respectivamente. 


EXEMPLO 3 

Se w Cy Sen z + e7, ache ðw/ðx, ðw/ðy e dw/0z. 
SOLUÇÃO | 

Procedamos como segue: 


; , ðw ; 
“Considerando y e z constantes: o = 2xy? sen z + ze” 


e 


3 ðw 
Considerando x e z constantes: a 


= 3x2y? sen z 
y > ` 


E ðw 
Considerando x e y constantes: eri xy? cos z + xe” 


Se fé uma função de duas variáveis x e y, então fe Í são 
também funções de duas variáveis; podemos, assim, considerar 
suas derivadas parciais primeiras, que são as derivadas par- 
ciais segundas de f, denotadas como segue. 
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_Sew= f(x, y), escrevemos 


Salto 3) = fu, 9) A w 


xx? 


ðw W. 
dy dx» 


Jy to, y) = fy% y) = 


etc. ; k 


Note que fo Significa que diferenginos primeiro efn 
relação axeem 1 seguida em relação a y, e Fy significa que 
diferenciamos primeiro em relação a y e em seguida em relação 
a x. Com a notação “9” a ordem é contrária, isto é, df/0x dy 

“indica que diferenciamos primeiro em relação a y e em seguida 
em relação a x- “ia 


w= 


Referimo-nos a Ío € af, como derivadas parciais segun- 

das mistas de f. O próximo teorema afirma que, em condições 

- convenientes, essas derivadas mistas (ou derivadas cruzadas) 

- São iguais, isto é, a ordem de diferenciação é indiferente. A prova 
pode ser encontrada em textos de cálculo avançado. 


A hipótese do Teorema (16.12) é satisfeita na maioria dos casos 
“no cálculo e suas aplicações. Analogamente, se w = f (x, y, z) e ftem 
derivadas parciais primeiras e segundas contínuas, então valem 
- as seguintes igualdades para as derivadas parciais mistas: 


w w Wo ðw ðw 
dy dx dx dy” dz dx  ðx 0z Əz ðy dy Oz 


EXEMPLO 4 


Ache as derivadas parciais segundas de fse 
F y) = y" 2x%y + 3x 
SOLUÇÃO 
Esta função já foi considerada no Exemplo 1, em que obtivemos 
f(x, y)= 34 Y -4iy+3 e fy)=2y-20. 


“Logo, as derivadas parciais segundas são: 


| E ð as B 
Fay) = 0 y) = 0 (xy? day +3) = y y 


EXERCÍCIOS 16.3 
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ð ð 

fogy) = ay Ae y)= ay (Bx?y?— 4xy + 3) = 6x?y — 4x 
ð ð 3 2 2. 

Ey (o y) = h) = o (xy — 2x ) = 6x?%y — 4x 


f,(%,y) = hy) = y (2x7 — 2x?) = 2x? 


Definem-se de modo análogo derivadas parciais terceiras 


“ou de ordens mais elevadas. Por exemplo, 


2 = f = o'f = of 
gx x “xxx E dx]. ax” 


A a 9 
Era E E 


dx Y dy dx dx dy dx 


e assim por diante. Se as derivadas parciais primeiras, segundas 
e terceiras são contínuas, então a ordem de aisreneiação T não 
importa, ou seja, 


Jo fa “fey E Pixy = yy o 


Obviamente, podem-se usar outras letras que sáo x e y. Se fé 
funcáo de r e s, entáo Epiege se para as derivadas parciais 
os símbolos 


2 
fir, s), Tur, s), de E a 


Notação e resultados análogos aplicam-se a derivadas 
parciais de funções de mais de duas variáveis. 


o 


Exeres. 1-18: Ache as derivadas parciais primeiras de f. 


1 
2 
3 


4 


5 


f( n)=0-+3y+1 
FG y) = (0 y 


fs) = 77 
yt? 


FG, y) =x0 + y sen x 
fŒ y) =e Inxy 


fG, V= nV 


8 f(u, w) = arctg > 
9 f(x,y) =x cos? 


10 f(x,y) = V4x” — y” sec x 
LL f y, 2 = 32 4 xy? 
12 f x,y, D =y] + 2x- 5yz 
13 f (r,s,t) = re” cost 


x — É 


TE Ge = 1 + sen 3y 


he 


15 f(x, y, z) =xe ye! tze? 

2 
16 f (F, s, v, p) =P tg s +vsel”)—v cos 2p 
17 f (q, v, w) = arc sen Vgv + sen vw 
18 f(x, y, 2) = xyze 7 
Exercs. 19-24: Verifique que Way =Wyp 
19 w =" y + 4 -3y 


2 
292 
+ y 


21 w=x0e 9 +y cosx 


2 w = yg + L 
xy 


23 w = x? cosh 

24 w =V + y? +2z 

25 Se w = 3x yz + 2xy“2 — yz, ache Wiz 
26 -Se w = uv? — 3uvé, achew,,, 
27 Seu =v sec Ft, ache Ur 


28 Sev = y In (1 +21), ache va 


i a 
29-S = EEE 
e w = sen xyz, ache az dy dx 
“42 3 
30 Se w = + z>» ache q, 
y +z dz Oy 
31 Sew=r*s*t-35%”, verifique que W py = Wy = Wor 


32 Se w = tg uv + 2 1n (u + v), verifique que wy = 


Wyuy F Wyyu E 


Exercs, 33-36: Uma função f dexeyé harmónica se 


A 
dx ay? 


em todo o domínio de f. Prove que a função dada é 
harmônica. ` 


33 f(x, y) = In Vaz + y? j 


34 f(x, y) = arctg T 


«Cap: 16: Diferenciação parcial 379 


35 f(x,y) = cos x senh y + sen x cosh y 


36 (uy) qe” cos y +e" Y cosx de ° 

37 Se w = cos (x — y) + In (x + y» mostre que 
wm 
Ta sao =O 
ox dy 

38 Sew = (y - 2x)* = Vy- Tx, mostre que w, — 

4w =Q. | 
y a 
39 Sew=e “sen cx, mostre que w, = wjpara todo 


número real c. 


PV = knT, em que n é o número de moléculas do 
gás, V é o volume, T é a temperatura, P é a pressão 
e k é uma constante. Mostre que 


40 A lei dos gases ideais pode ser a como 


ƏV ƏT oP 
9T 9P 9V 


=—1 

Exeres. 41-42: Mostre que v satisfaz a equação da onda 
do p 
of 

41 v= (sen akt)(sen kx) 

42 v= (x— at + cos (x + at) 


Exercs. 43-46: Mostre que as funções u e v verificam 
as equações de Cauchy-Riemann u = v, eu, =—V,. 


43 u(x, y) dy v(x, y) = 2xy 
E y . Xx 
44 u(x, y) = a y” v(x, y) = Fa y? 


45 u(x, y) = æ cos y; v(x, y) = e* sen y 
46 u(x, y) = cos x cosh y + sen x senh y; 
v(x, y) = cos x cosh y — sen x senh y 


47 Escreva todas as derivadas parciais segundas pos- 
síveis de w = f (x, y, Z). 


48 Se w =f (x, y, z, t, v), defina w, como um limite. 


49 Uma chapa de metal plana jaz em um plano-xy, de 
modo que a temperatura T em (x, y) seja dada por 
` T =10(x? + y?), em que T é expresso em graus exe 
y em centímetros. Ache a taxa instantánea de variacáo 

de T em relação à distância em (1, 2) na direção do 


(a) eixo-x (b) eixo-y 
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50 A superfície de um lago é representada por uma 54 A análise de certos circuitos elétricos envolve a 


região D em um plano-xy, de modo que a profun- 
didade sob o ponto correspondente a (x, y) é dada 
por f (x, y) = 300 — 2º — 3y”, em que x,y e f (x, y) 
sáo expressos em metros. Se um esquiador aquático 
está na água no ponto (4, 9), ache a taxa instantánea 
á qual a profundidade varia na direcáo do 


(a) eixo-x (b) eixo-y 


51 Suponhamos que o potencial eletrico V no ponto 


(x, y, z) seja dado por V = 100/G2 + y2+ 22), onde 
V é dado em volts e x, y, z em centímetros. Ache 
a taxa instantánea de variação de V em relação à 


- distância em (2, — 1, 1) na direção do Ea eixo-x, . 


(b) eixo-y, (c) eixo-z. 


52 Um objeto está situado em um sistema coordenado 
retangular tal que a temperatura T no ponto 
P(x, y, z) seja dada por T=4x?—y?+ 162, em que 
T é expressa em graus e x, y, z em centímetros. 
Ache a taxa instantánea de variação de T em relação 
à distância no ponto P(4, — 2, 1) na direção do 


(a) eixo-x (b) eixo-y (c) eixo-z 


53 Quando um poluente tal como óxido nítrico é 


emitido por uma chaminé de h metros:de altura, a 
concentracáo C(x, y) (em ug/m?) do poluente em 
um ponto a x quilômetros da chaminé e à altura de 
y metros (ver figura) pode ser representada por. 


DA A aia 
C, y) =35 [e bly- h) /x +e bO thy] 
; x ; 
em que a e b são constantes positivas que depen- 


dem das condições atmosféricas e da taxa de emis- 
são do poluente. Suponha que 


22 
C(x, y)= ao — 0,02(y — o e + e 00 +10 7x ] 


Calcule e interprete 4C/0x e ðC/ðy no ponto (2, 5). 


fórmula 1 = V/VR? + Dq”, em que I é a cor- 
rente, Va voltagem, R a resistência, L a indutância 
e w uma constante positiva. Ache e interprete 
91/0R e 9I/0L. 


55 A maioria dos computadores tem apenas um pro- 


cessador que pode ser utilizado para cálculos. Os 
supercomputadores modernos, entretanto, têm en- 
tre dois e vários milhares de processadores. Um 
supercomputador multiprocessador é comparado 
a um computador uniprocessador em termos de. 
speedup. A speedup S é o número de vezes mais 
rápido que um cálculo pode ser feito com um 
multiprocessador, do que com um uniprocessador. 
A lei de Amdahl é uma fórmula usada paro deter- 
minar S 


as P_ 
$60" 


em que p é o número de processadores e q é a 
fracáo do cálculo que pode ser realizada utilizando 
todos os processadores disponíveis em paralelo — 
isto é, usando-os de maneira que os dados sejam 
processados concomitantemente por unidades se- 
paradas. A situação ideal, paralelismo poma eto 
ocorre quando q = 1. a 


(a) Se q = 0,8, ache a speedup quando p = 10, 100 
e 1.000. Mostre que a speedup S não pode 
exceder 5, independentemente do número de 
processadores disponíveis. 


(b) Ache a taxa instantânea de variação de S em 
relação a q. ; 


(c) Qual a taxa de variação em ds se há paralelis- 
mo completo, e como o número de processa- 
dores afeta esta taxa de variação? 


56 Ref. Exercício 55. A eficiência E de um cálculo 


por multiprocessador pode ser calculada pela 
equação 


E = 309) _ 1 
P q +p - q) 


“Mostre que, se O s q <:1, E é uma função decres- 


cente de p e, portanto, sem paralelismo completo, 
o aumento do número de processadores não au- 
menta a eficiência do cálculo. 


57 No estudo da penetração da geada em uma rodo- 
via, a temperatura T no instante t horas e à profun- 
didade x pode ser dada aproximadamente por 


T =T AA: sen (wt — Ax), 


em que To » © e À são constantes. O período de 
sen (tí — dx) é é 24 horas. 


a) Calcule e interprete 97/0t e 9T/0x. 


(b) Mostre que T verifica a equação unidimensio- 
nal do calor 


- em que k é uma constante. 
58 Mostre que qualquer função dada por 
x 


= (sen ax)(cos by)eY2 +? z | 


satisfaz a equação de Laplace em três dimensões 


8w s 3w A ow 
o ay az? 


=0 


59 A capacidade vital V dos pulmões é o maior volu- 
me de ar que pode ser exalado após uma inalação 
de ar. Para um indivíduo do sexo masculino x anos 


de idade e y centímetros de altura, V pode ser- 


aproximada pela fórmula V.= 27,63y — 0,112xy. 
; NA ð 
Calcule e interprete (a) z (b) 3 
60 Em um dia claro, a intensidade de luz solar (em 


velas-pé) às £ horas após o nascente e à profundidade 
oceânica de x metros, pode ser aproximada por 


a t= Les sen? (xt/D) 


em que 1, é a intensidade ao meio-dia, D é a 
extensão do dia (em horas) e k é uma constante 


positiva. Se 1, = 1.000, D = 12 e k = 0,10, calcule 


e interprete d// dt e d1/ ðx quando t = 6 ex=5. 


61 Emeconomia, a elasticidade de preço de procura de 
um artigo indica a reação dos consumidores a uma 
alteração no preço de mercado do artigo. Suponha- 
mos que n artigos Ci, Cy ~- C, tenham preços p,, 

Po «<> Pp Tespectivamente, e que a demanda por C, 

` - Seja uma função q, de p,, p,, ..., P, À elasticidade de 
preço de C, é a função e, definida por 


_ Pi 0, 
I Pk 


fr 
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“Se, para cada k, o: | 
dk = PL “a p3 Pa Dm 


em que Ayp Ai = 07, € b, são constantes não. 
- negativas, mostre que e, é hiba pas constante. 


_ 62 Ref. Exercício 61. Diz-se que o artigo C, é ind) 


pendente do artigo C, se uma variação no preço p, 
não afeta a demanda q; Isto equivale à condição 
ðq; /9p, = 0. Se q, tem a forma do Exercício 61, 

mostre que C, é independente d de C, se,e somente 
se a =0. 


Exercs. 63-64: Use o Teorema (16.10). 


63 Seja C o traço do parabolóide z = 9 — x? — y? no 
plano x = 1. Escreva as equacóes paramétricas da 
tangente l a C no ponto P(1, 2, 4). Esboes o 
parabolóide, C e l. 


64 Seja C o traço do gráfico de z = V36 — 9x? — 4y? 
no plano y = 2. Essreva as equações paramétricas 
da tangente la C no ponto P(1, 2, VII). Esboce 
a superfície, C e L 


Exeres. 65-66: Use as seguintes fórmulas com 
h = 0,01 para aproximar f (0,5, 0,2) e $,(0,5, 0,2), e 


compare os resultados com os valores obtidos de 


fx, y) e f(x, y). 


(66,9) ¿LEDO h, y) +3f Qe, y) 


f(x, y -2h) -4f (x, y —h) + 3f (x, y) 
Sã y) = 9h 


65 f(x, y) = y? sen (9) 
66 f(x, y) =" + 40)? 


Exercs. 67-68: Use as seguintes fórmulas com 
h = 0,01 para aproximar f (0,6, 0,8) e f,,(0,6, 0,8). 


SAA 


Fay a 
fya y) LY tarte] +f(x,y —h) 
67 f(x,y) = sec? [tg (xy?)] sen Qy) 
TE a 
a tg (xy) + Ary 
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16.4 INCREMENTOS E DIFERENCIAIS 


Se fé uma função de duas variáveis x e y, então os símbolos Ax | 

on -e Ay denotam incrementos de x e y. Note que Ay é um incremento 

NE “da variável independente y e não é o mesmo que o definido em 

(3.26) para uma variável dependente y. Em termos desta nota- 
ção, a Definição (16.8) pode ser escrita 


co "gui cant Do É fe) - lim He + dm y) Y) 


Cn fe y + Ay) — f(x, y) 
$059) E Ay 


Define-se como segue o incremento da variável dependen- 
te w= f(x, y). 


Definicáo (16.1 3) 


a O incremento Aw representa a variação no valor funcio- 
“nal se (x, y) varia para (x + Ax, y + Ay). Considerando f (x, y) 
como a temperatura no ponto (x, y) em uma chapa de metal, 
conforme Figura 16.32, então Aw é a variação final na tempera- 
tura ao passar de (x, y) para (x + Ax, y + Ay). i 


AY 


fx + Ax, y + Ay) 


X Figura 16.32 


E DO 
AQ 
O 


aged À A yo so ra RR 
A y, 0 O AV (x ip) z (OK >) 
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don a — EXEMPLO1 
| a Seja w = f (x, y) = 32 — xy. 


E (a) Se Ax e Ay são incrementos de x e y determine Aw. 


RS oo (b) Use Aw para calcular a variação de f (x, y) quando EH ý 
I => l varia de (1, 2) para (1,01; 1 98) 
ei a 
ô 


SOLUÇÃO 
(a) Aplicando a Definição (16.13), temos ` 


PO, “ao 01, 1986 | Amis e EI) 
Figura 1 16330 = [3(x + Ax)? —(x + Ay + Ay)] —(3x? — xy) 
i = [3x2 + 6x Ax + 3(Ax)? — 


(xy +x Ay + y Ax + Ax Ay)] — 3x? + xy 
= 6x Ax +3(Ax)=x Ay -y Ax — Ax Ay 


(b) Se(x,)) varia de (1, 2) para (1,01, 1,98), temos a situação 
da Figura 16.33. Fazendo x = 1, y = 2, Ax = 0,01 e Ay =- 0,02 
na fórmula de Aw, temos 


t 


Aw = 6(1)(0,01) + 3(0,01)? - (1)(= 0,02) - 
2(0,01) = (0,01)(- 0,02) 
= 0,0605 - 


Pode-se também achar este número calculando f (1,01; 1,98) 


-f (1,2). 


A fórmula de Aw na Definição (16.13) é usada apenas para 
calcular diferenças de valores funcionais entre dois pontos. Não 
é adequada para estabelecer outros resultados sobre a variação 
de f (x, y). O teorema seguinte dá uma fórmula mais útil para 
aplicações. Para simplificar, usaremos as abreviações E, e €, 
para certas funções de Ax e Ay, assim como para seus valores 
E,(Ax, Ay) e E, (Ax, Ay) em (Ax, Ay). 
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Teorema (16.14) | Sej 


-em que = o. 
“quando (Ax, Ay) — 


DEMONSTRAÇÃO 


A Figura 16.34 ilustra o gráfico de R e os pontos que desejamos 


considerar. 


Escrevamos o incremento Aw subtraindo e somando f (x, 
Yo + Ay) como a seguir: 


(1) Aw = f(x, + Ax, y, + Ay) — fx, Yo) 
= [fx + Ax, y, + Ay) — fc Y, + AY)] 


+ Eo Y, + A) = (% Yo] 


A 
e ql ERIN) (+A +A) 
e a 
Cds E a A O E 
Eto» Yo) (Xy + Ax, yo) 
> 
a b 
Figura 16.34 


Consideremos em seguida Ay como constante e definamos 
uma funcáo g de uma variável x fazendo 


gE) =f x, y, + Ay), a<x<b 


“Cap. 16: Diferenciação parcial 385 


Segue-se que g'(x) = f(x; y, + Ay) para a < x < b, Aplicando o 
teorema do valor médio (4.12) a g no intervalo [xo Xo + Ana, 
obtemos ; 


8(%, + Ax) — g) = g’(u) Ax 


; Ê 
em que u está entre x, e x, + Ax. Como g(x) = f (x, y, + Ay) e 
8 (x) = f(x, y, + Ay), a última equação pode ser escrita 


(2) f(x, + Ax, y, + Ay) —f (Lo Ya + Ay) = hão + Ay) Ax. 


Analogamente, fazendo h(y) = f (xy y) para c < y x d, então 
k’ (Y) =f, Œy y). Aplicando o teorema do valor médio à função 
h no intervalo [y,, y, + Ay], obtemos 

hy, + Ay) — Alo) = Av) Ay, 
em que v está entre y, € y, + Ay, ou, equivalentemente; 
(3) FO Yo + Ay) -f Qt, Yo) = Lo v) Ay 


Levando (2) e (3) na expressáo de Aw em (1), obtemos 


(4) Aw=f(u, y, + Ay) Ax +f, (Xy Y) Ay 


(u, Ya + Ay) 


(to Yo + Ay) | (xo + Ax, y, + Ay) 
© e 


= f 1 
(xo V) . | : Ay 


Figura 16.35 ~ 


A Figura 16.35 exibe pontos típicos correspondentes a (u, y, + Ay) 
e (Xp, V). 


Definamos E, e €, como a seguir: 
E, =f (u, Yo + Ay) -f Ey Yo) 
= = F&a) n I Eo Yo) 


Como f, e f, são contínuas, e notando, pela Figura 16.35, que 
u => x, quando Ax > 0 e v => y, quando Ay — 0, pode-se mostrar 
que €, e €, têm limite O quando (Ax, Ay) — (0, 0). Escrevendo 
as equações precedentes para €, e €, na forma i 
fu, Yo + Ay) = Le Yo) + €, 
fo v) = fo Yo) + e, 


e levando em (4), a expressáo de Aw, vemos que 


Av = [fo Yo) + E] Ax + [fp Yo) + E] Ay, 


“o que conduz à conclusão do teorema. 


EXEMPLO 2 


“Se w = 3x = xy, ache expressões para €, e E, que satisfaçam a 
conclusão do Teorema (16.14) com (x,, Yo) = (x, y). 
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SOLUÇÃO 
Da solução do Exemplo 1, 
Aw = 6x Ax + 3(Ax)? =x Ay- y Ax — Ax AY; 

ou, equivalentemente, 

Aw = (6x — y) Ax + (=x) Ay + (3 Ax)(Ax) + (— Ax) Ay 
o que está na forma dada no Teorema (16.14) com 

406 y) = 6x, fx y) = -x, E =3Ax,€,=- Ax 
Note que €, e €, não são únicos, pois podemos também escrever 


Aw = (6x — y) Ax + (=x) Ay + (3 Ax — Ay) Ax + (0) Ay 
em que €, =3 Ax-y e €,=0. y 


As 


No Capítulo 3 definimos diferenciais de funções de uma 

variável. Lembremos, de (3.27), que se u =f (x) e Ax é um 

_ incremento de x, então dx = Ax e du =f’ (x) dx. A próxima 
definição estende este conceito a funções de duas variáveis. 


Definição (16.15) | Seja w = 


Se f satisfaz as hipóteses do Teorema (16.14), então, 
“usando a conclusão daquele teorema, com o par (Xy, Yo) substi- 
tuído por (x, y), vemos que 


Aw = dw + E, Ax + €, Ay 
Logo, Aw-dw=€,Ax+6€,Ay 
em que tanto E, como €, tendem para O quando (Ax, Ay) — (0, 
« 0). Segue-se que se Axe Ay são pequenos, então w — dw = 0), isto 


é, dw = Aw. Isto nos permite aproximar a variação de w corres- 
pondente a pequenas variações x e y. 


Figura 16.36 
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EXEMPLO 3 


Se w= 3x” xy, calcule dwe aplique-o para aproximar a variação 
de w se (x, y) varia de (1,2) para (1,01; 1,98). Compare o. 
_ resultado com a variação exata de w. 


SOLUÇÃO 


Esta função é a mesma considerada nos Exemplos 1 e 2. Kpli 
sando a Definição (16.15), temos 


£ 


= (6x — y) dx + (-x) dy 
Fazendo x = 1, y = 2, dx = Ax = 0,01 e dy = Ay =- 0,02, obtemos 
dw = (6 — 210,01) + (— 1) 0,02) = 0,06 


No Exemplo 1 vimos que Aw = 0,0605. Logo, o erro decorrente 
da utilização de dw é 0,0005. 


EXEMPLO 4 


O raio e a altura de um cilindro reto são 8 cm e 20 cm, respectiva- 
mente, com erro possível de medida de + 0,01 cm. Use diferenciais 
para aproximar o erro máximo no cálculo do volume do cilindro. 


SOLUÇÃO 


O método é análogo ao empregado para funções de uma variá- 
vel. Assim, começamos com a fórmula geral V = ah para o 
volume V de um cilindro de raio de base r e altura A. Encaramos 
r e h como valores medidos, com erros máximos de medida dr 
e dh, respectivamente. A Figura 16.36 ilustra o caso em que tanto 
dr como dh sáo positivos. Naturalmente, o erro em uma das 
medidas, ou em ambas, pode ser negativo. O erro no volume 
calculado é a variação de V correspondente a dr e dh. Utilizando 
diferenciais, temos, de acordo com observações prévias e a 
Definição (16.15)(ii), 
NA aV 


AV = dV = dera dh = 2xrh dr + nr dh 


Finalmente, atribuamos valores específicos às variáveis. Fazen- 


do r = 8, h = 20 e dr = dh = + 0,01, obtemos a aproximação 
seguinte para o erro máximo: 


dV = 218 20)(0,01) + (64)(0,01)x = 
= x [3,2 + 0,64] = 3,841 = 12,06 cm? 


e 5 rms 
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Recordemos, da Definição (3.32), que, se uma mensuração 
w tem um erro (aproximado por) dw, então o erro médio é 
aproximadamente dw/w. O erro percentual é o erro médio 
- multiplicado por 100%. No próximo exemplo vamos estimar o 


- erro percentual ocasionado por erros em duas mensurações * 


relacionadas. 


EXEMPLOS | 


- Um balão meteorológico é liberado ao nível do mar, a uma ` 


distância R do olho de um furacão, e sua altitude aumenta à 
medida que ele se move em direção ao olho. A altitude h que o 
balão atingirá no olho pode ser aproximada por 


R’ 
h= e 


em que g é uma constante gravitacional e C é uma medida 
- meteorológica chamada circulação da velocidade do vento. (A 
_ circulação está estreitamente relacionada com a intensidade e a 
direção dos ventos no interior do furacão). Se os erros percen- 
tuais máximos nas mensurações de R e h são + 2% e + 5%, 
respectivamente, estime o erro percentual máximo no cálculo 
de C. 


SOLUÇÃO 
Resolvendo a fórmula dada em relação a C, obtemos 


R? 
C = ng? p2 


Se os erros nas medidas de R e h são dR e dh, então o erro em 
a pode ser aproximado por 


SO ðC 
dC = a y 
a 2R 1 R? 
= 18% a dR — ng” aa dh 


Como estamos interessados em erros percentuais, dividimos 
ambos os membros desta equação por C = g!2R?/h!?, obtendo 
| dC „daR 1dh o 


CO RTR 


O erro percentual máximo ocorre quando dR e dh têm sinais 


— opostos. Assim, se dR/R = 2% e dh/h =- 5%, 


O 2%) - 5 (-5%) = 6,5% 


TT 


” 
no 


| 
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w a 
Se dR/R=-2%edhlh=5%, a 


dC 
CT 22%) - (5%) = -6,5% 


n 
Para uma função de uma variável, o termo diferenciável 
significa que a derivada existe. Para funções de duas variáveis, 


/ levamos em conta a condição indicada na próxima definição, 
que se baseia na fórmula Aw no Teorema (16.14). 


Definição (16.16) Ss eja w = - f(x, y) A função fé é dife 
“puder ser colocado n na forma . o 


quar do (Ar, A) =(0, o 
L co E 


Diz-se que uma função f de duas variáveis é diferenciável 
em uma região R se é diferenciável em todo ponto de R. O 
próximo teorema decorre diretamente do Teorema (16.14) e da 
Definição (16.16). O termo região retangular significa uma 
eo do descrito em (16.14). 


Teorema (16.17) | Se w y) e se £ e f, são contínuas. em uma região 
E Te mgular R, então fé é diferenciável emR. o 


O resultado seguinte mostra que uma funcáo diferenciável 
é contínua e constitui uma das razões para utilizar a Definição 
bras como definição de diferenciabilidade. 


Teorema (16.18) 


Se uma ja função f de dias variáveis é é diferenciávele em Go y J. 
“então fé é contínua em Q y) o. 


DEMONSTRAÇÃO 


Consideremos os incrementos Ax e Ay. Podemos escrever Aw 
de duas maneiras, de acordo com (16.13) e (16.16): 


Aw =f + Ax, Yo + Ay) -f (Xo Yo) 
Aw = [f Yo) +E] Ax + [Co Yo) + E] Ay 


Igualando estas expressões e fazendo x = x, + Ax, y =y + Ay, 
entáo 


EN 
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Corolário (16.19) 


Fo, y) =f (xo; Yo) = IEM Yo) + Ex Xo) + 
l£, Co Yo) + ESO — Y) 


Segue-se que 


lim [f (x,y) -f (xp Y) ] =0 


(y) (1,3) 


ou, equivalentemente, 


lim fc y)=f Covo) 
Ey) > (xp 9) 


Logo, fé contínua em (Xp, Yo). 


Se f, e f, sáo contínuas, entáo, pelo Teorema (16.7), f é 
diferenciável. Isto nos dá o seguinte corolário do Teorema 
(16.18). 


Pode-se mostrar, por meio de exemplos, que a simples 
existência de f e f_ não é suficiente para assegurar a continuidade 
de f(ver Exercício 41) contrariamente ao que se passa no caso 
de uma única variável, em e a existência de f” implica a 
continuidade de f. 


O estudo precedente pode ser estendido a funções de mais 
de duas variáveis. Suponhamos, por exemplo, que w = f (x, y, z), 
em que fé definida em uma região R conveniente (tal como uma 
caixa retangular) e f; Íp f, existam em R e sejam contínuas em 
(x, y, Z): Se dermos à x, y, z incrementos Ax, Ay, Az, respectiva- 
mente, entáo o incremento correspondente 


'Aw=f(x+ Ax, y + Ay, Z + Az) -f y, 2) 
pode escrever-se sob a forma 
AW = f, y, Z) Ax + fŒ, y, Z) Ay + fx, y, 2) Az 
“+ E Ax + E, Ay + &, Az, 


em que €,, €, e €, são funções de Ax, Ay e Az que têm limite O 
quando (Ax, Ay, Az) — (0, 0, 0). Podem-se estabelecer resultados 


“análogos a (16.17)-(16.19) para funções de três variáveis. 


A definição seguinte constitui uma extensão de (16.15) a 


funções de três variáveis. 


4 
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Pode-se usar dw como aproximação de Aw se os incremen- 
tos de x, y e z são pequenos. A diferenciabilidade se define como 
em (16.16). Faz-se de modo análogo a extensão ao caso de 
quatro ou mais variáveis. 


EXEMPLO 6 


Suponhamos que as dimensões (em centímetros) de uma caixa . 
retangular variem de 9, 6 e 4 para 9,02, 5,97 e 4,01, respectiva- 
mente. * l - 


(a) Obtenha, por meio de diferenciais, uma aproximação da 
variação do volume. 

(b) Ache a variação exata do volume. 

SOLUÇÃO 


(a) O método de resolução é análogo ao usado para o cilindro 
circular reto do Exemplo 4. Assim, começamos com a fórmula 
geral V = xyz para o volume de uma caixa retangular de dimen- 
sões x, y e z. Encaramos em seguida dx, dy e dz como erros nas 
medidas. O erro no volume calculado é então 


= yz dx + xz dy + xy dz 


Finalmente, substituímos os valores dados x = 9, y= 6,z=4, 
“dx = 0,02, dy = — 0,03 e dz = 0,01, obtendo 


dV = 24(0,02) + 36(- 0,03) + 54(0,01) 


ll 


0,48 — 1,08 + 0,54 = — 0,06 


Assim, o volume diminui de aproximadamente 0,06 em?. ==> 
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Ay 
y-senx=0 
(a, b) 
-> 
x 
(c d) xX+y-1=0 
Figura 16.37 
Ay 
fe y)=0 


o ra al 


1 
1 
1 
i 
j 

é 


g(x,y)-=0 


! Ay 


(x, 1) 


Figura 16.38 


e Y 


(b) a variação exata do volume é 


AV = (9,02X(5,97)(4,01) — (9N(6X(4) = — 0,063906 cm? 


Em textos de pré-cálculo estudam-se métodos de resolu- 
ção de sistemas de equações lineares como 


x + 3y- z= 4 
ou 42x — y +3z 1 
x+ 2y- z=-5 


H 


4 
9 


ll 


2x —3y 
5x + 2y 


Nas aplicações costumam aparecer sistemas de equações não- 
lineares, como 


x +7-1=0 
y-senx=0 


Como não podemos obter soluções exatas de um tal siste- 
ma por técnicas algébricas, é necessário estabelecermos méto- 
dos para aproximar soluções. Poderíamos grafar ambas as 
equações em um mesmo sistema de eixos, conforme Figura 
16.37, e estimar os pontos de intersecção (a, b) e (c, d); entre- 
tanto, a maioria das aplicações exige maior precisão. Estudare- 
mos a seguir um método baseado em diferenciais, que permite 
aproximar soluções com qualquer grau de precisão. 


Consideremos um sistema geral de duas equações em x e y: 
f (x, y ) =0 
8 (%, y) =0 


em que fe g são funções de duas variáveis. (No caso anterior, 
fo y) = 4 + y?— 1 e g(x, y) = y — sen x.) Queremos obter uma 
aproximação do ponto de intersecção (a, b) dos gráficos das duas 
equações (ver Figura 16.38). Comecemos com uma primeira 
aproximação (x,, y,), na qual, conforme indicado na figura, há 
incrementos Ax e Ay tais que 


a=x,+Ax,b= y, + Ay 


Sejam Af e Ag os incrementos de f'e g correspondentes à passagem 
de (x, y,) para (a, b). Como f (a, b) = 0 e g(a, b) = 0, vemos que 


Af=f(a, b) -f Œp y,) = -f Us yı) 
Ag = g(a, b) -8X y,) = a y.) 


Assim, se df e dg sáo as diferenciais de f e g calculadas em 
(x, Y) então 


df=- f(x, y,) e dg =- g(x, y,) 
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Utilizando a forma de df'e dg da Definição (16.15)(ii), obtemos | 


o seguinte sistema de igualdades aproximadas nas incógnitas 


Axe Ay: ; , 


(1) Fp y) Ax + Fp y,) Ay = fx, y,) 
Eds; y.) Ax + 8,6%, y) Ay G = 8(x,, y.) 


Na prática, costuma-se escrever este sistema sob forma matricial 
como segue, em que todas as funções são calculadas em (x,, y): 


sl + 


8, 8, 

Resolvemos as igualdades aproximadas (1) em relacáo a 
Ax e Ay tratando = como =, o que nos dá aproximações para Ax e 
Ay. Embora (x,, y,) = (x, + Ax, y, + Ay) não seja em geral a solução 
exata (a, b), já é uma aproximação melhor do que (x, y,). O 
processo pode ser iterado utilizando-se a aproximação (x,, y,) em 
lugar de (x,, y,) em (1), para obter uma terceira aproximação (x,, 
y,). Prosseguimos desta forma até que |Ax| = E e |Ay| < E para 
alguma tolerância positiva E > 0. A convergência de x, e y, para 
a e b, respectivamente, costuma ser rápida, e o número de 
algarismos corretos duplica aproximadamente a cada passo. 
Este método de aproximações sucessivas é conhecido como mé- 
todo de Newtom para um sistema de duas equações com duas 
incógnitas. O método pode ser estendido a sistemas de n equações 
com n incógnitas, e é um dos métodos mais usados para obter 
aproximações de soluções de sistemas de equações não-lineares. 


EXEMPLO 7 


Use o método de Newton para obter uma aproximação das 
soluções do seguinte sistema: 


an 


l 
© 


y — sen x = 
SOLUÇÃO 
A Figura 16.37 é o gráfico das duas equações. Tomaremos 
(x, y) = (0,5; 0,5) como primeira aproximação para a solução 
correspondente ao ponto de intersecção no primeiro quadrante. 
Fazendo f (x, y) =x? + y?— 1 e g(x, y) = y — sen x, obtemos 
Elo, y) E 2x, f; (x, y) = 2, SAX, y) =— COS AX, 8,6, y) =1 


Fazemos agora x, = 0,5 e y, =0,5 em (1) e resolvemos em relação 
aos valores (aproximados) Ax e Ay. Tomamos entáo, como 
segunda aproximação, 


Ez Y) = (x, + Ax, y, + Ay) 
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Com (x, y,) em lugar de (x,, y,) em (1), obtemos valores (aproxi- 
mados) de Ax, e Ay, e tomamos, como terceira aproximação, 


z; Y3) = (x, + Ax, y, + Ay,) 


O processo continua até atingirmos a precisão desejada. A tabela 
seguinte registra aproximações com oito casas decimais dos 
valores usados nas equações (1). Note que, se k = 5, temos |Ax] 
s Ee |Ay|s E com € = 0,00000005. Logo, a solução (x,, y.) tem 
precisão de oito casas decimais. 


Por simetria, uma aproximação da solução correspondente ao | 


1 | 0,5 05 | - 0,5 0,02057446 
2 0,77725783 - 0,72274217 0,12648598 0,02141484 
3 0,74030063 0,67498279 - 0,00364679 0,00047290 
4 0,73908622 0,67361333 0,00000335 0,00000050 
5 0,73908513 0,67361203 - 0,00000000 0,00000000 
1 1 | —0,87758256 1. 0,277257 83 | 0.22274217 | 
1,55451565 | 1,44548435 | -0,71283938 1 — 0,03695719 — 0,04775939 - 
1,48060127 | 1,34996558 | —0,73826581 1 — 0,00121442 | —0,00136946 
1,47817243 | 1,34722665 | —0,73908440 1 — 0,00000108 — 0,00000130 | 
| 1,47817027 | 1,34722406 | —0,73908513 1 0,00000000 0,00000000 
Pela tabela, 


(xs Y5) = (0,73908513; 0,67361203) 


ponto no terceiro quadrante na Figura 16.37 é (-x,, — ys). 


EXERCÍCIOS 16.4 
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Exercs. 1-2: Se Ax e Ay são incrementos de x e » ache 
(a) Aw, (b) dw e (c) ida Aw. 
1 w=5yY-xy 2 wW=xy-y?+3x 


Exercs. 3-6: Determine expressóes de E, e €, que 
satisfaçam a Definição (16.16). 


3 f(x, y)=4y*-3xy + 2x 
4 fy) =2x-y 

5 fæ 

6 fy) =- + 3y 
Exeres. 7-18: Calcule dw. 
7 w=x-xky+3y 


e 10 w= ye *-3x* 


9 w=x sen y + 2y 
vt) 

12 w=In(2+)) +x arctg y 
Bw=Cnça?) Mwz? 


15 ve E 
x+y+2Z 


17 w=xéz+ dyf — x2t 


16 w=x20*+ y In z 


18 w= ya 


Exercs. 19-22: Por meio de diferenciais, aproxime a 
variacáo de fpara as variacóes indicadas nas variáveis 
independentes. 


19 f(x, y) =x?-3x%y 
(- 2,02; 3,01) 


20 f(x, y) =x? 2x + 3y; (1, 2) para (1,03; 1,99) 


21 f(y,2)= =? - 3y + 242% a, 4, 2) para 
(1,02; 3,97; 1,96) 


22 f(x, y, Z) = xy + xz + y2; Gi 2, pu (098 
1,99; 3,03) 


24 Ax 2 + 6; Ea 3) para 


23 As dimensóes de uma caixa retangular fechada sáo 
1m, 2m e3 m, com erro possível de 0,16 cm.em 
cada medida. Por meio de diferenciais, aproxime 
o erro máximo no valor calculado 
(a) da área da superfície. - 


(b) do volume. 


8 w=5 + 4y-3xy* 


24 Medem-se os dois lados menores de um triángulo 
retângulo, obtendo-se 3 cm e 4 cm, respectiva- 
mente, com erro possível de + 0, 02 cm em cada: 
medida. Por meio de diferenciais, obtenha uma 
aproximação do erro máximo no valor calculado 
(a) da hipotenusa, (b) da área do triângulo. 


25 A resistência à retirada de um prego indica'sua 
força de adesão à madeira. Uma-fórmula empírica 
para os pregos comuns é PE 2433,5 SRD, em 
que P é a resistência à retirada máxima em kg, S 
é a gravidade específica da madeira a 12% de 
umidade, R é o raio do prego (em cm) e Dé a 
profundidade (em cm) da penetração do prego na 
madeira. Um prego Cd comum de 5 cm de com- 
primento e 0,28 cm de diâmetro é completamente 
introduzido em um pedaço de abeto Douglas, cuja 
gravidade específica é 0,54. 


$ 


(a) Aproxime a resistência máxima à retirada. | 
(Nas aplicações, apenas um sexto dessa resis- 
tência é considerado seguro, para longos pe- 
ríodos de tempo.) 


(b) Quando os pregos são fabricados, R e D podem 
variar por + 2%, e a gravidade específica de 
diferentes amostras de abeto Douglas pode 
variar por + 3%. Obtenha uma aproximação do 
erro percentual máximo no valor calculado de P. 


26 A resistência total R de três resistores R,, R, € Ry, 
ligados em paralelo, é dada por 


O O E. 
R R R, R 


2 3 


Se as medidas de R, R, e R} são 100, 200 e 400 
ohms, respectivamente, com erro máximo de + 1% 
em cada medida, aproxime o erro máximo no 
valor calculado de R. 


27 A gravidade específica de um objeto mais denso 
que a água é dada por s = A/(A — W), em que A e 
W são os pesos (em libras) do objeto no ar e na 
água, respectivamente. Se as medidas são A = 12 
lb e W = 5 lb, com erros máximos de + 5 OZ no ar 


e + 1 oz na água, qual é o erro máximo no valor 
calculado de s? : 
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“28 A pressão P, o volume V e a temperatura T (em 
°K) estão relacionados pela lei dos gases ideais 
PV = kT, em que k é uma constante. Se P = 0,5 

“Ib/in quando V = 64 in? e T = 350 °K, aproxime 
a variação de P se Ve T variam para 70 in? e 
345"K, respectivamente. 


29 Suponha que, ao aplicar a fórmula da gravidade 
específica s =A/(A — W) (ver Exercício 27), sejam 
cometidos erros percentuais de + 2% e + 4% nas 
medidas de A e W, respectivamente. Expresse o 
erro percentual máximo no valor calculado de s 
como função de A e W. l 


30 Suponha que, ao aplicar a lei dos gases ideais 
PV = KT (ver Exercício 28), sejam cometidos er- 
ros percentuais de + 0,8% € + 0,5% nas medidas 
de Te P, respectivamente. Aproxime o erro per- 
centual máximo no valor calculado de V, 


31 A resisténcia elétrica R de um fio é diretamente 
proporcional ao seu comprimento e inversamente 
proporcional ao quadrado do seu diámetro. Se o 
comprimento é medido com vm erro possível de 
= 1% e o diâmetro é medido com um erro possível 
de + 3%, qual o erro percentual máximo no valor 
calculado de R? 


32 O fluxo sangúíneo através dé uma arteríola é dado 
por F = xPR'*/(8vl), em que | é o comprimento da 
arteríola, R é o raio, P é a diferença de pressão 
entre as duas extremidades, e v é a viscosidade do 
sangue (ver Seção 6. 8). Suponha que v e / sejam 
constantes. Por meio de diferenciais, aproxime a 
variação percentual no fluxo sangiiíneo se o raio 

* decresce de 2% e a pressão aumenta de 3%. 


33 A temperatura 7 no ponto P(x, y, z) em um sistema 
coordenado xyz é dada por T= 8(2xº + 42 + 922). 
Por meio de diferenciais, aproxime a diferença de 
temperatura entre os pontos (6, 3, 2) e (6,1; 3,3; 
1,98). 


34 Calcule a variação da área de um triângulo isósce- 
les se cada um dos dois lados iguais aumenta de 
100 para 101 e o ângulo entre eles diminui de 120º 
para 119º. 


35 Se o topo de uma montanha é visto de um ponto P 
(ver figura), o ângulo de elevação é a. De um 
ponto Q, x unidades de distância mais próximo da 


montanha, o ângulo de elevação é B. Pela trigono- ` 


metria, a altura A da montanha é dada por . 


E. E 
sa 


Um observador mede & e $ com uma precisão de 
30” (aprox. 0,000145 rd). Suponhamos & = 15º, 
B = 20” e x = 600 metros. Estime, por meio de 
diferenciais, a precisão da medida do comprimen- 
to, de modo que o erro máximo no valor calculado 
de h não supere 3 metros. 


36 Se um remédio é ingerido por via oral, o tempo T 
durante o qual a maior quantidade do remédio 
permanece na corrente sangúínea pode ser calcu- 
lado com auxílio da meia-vida x do remédio no 
estômago e a meia-vida y do remédio na corrente 
sangúínea. Para muitos remédios comuns (como a 
penicilina), T é dado por 


_ xy(dn x — ln y) 
cts Ly la O 


Para certo remédio, x = 30 min e y = 1 h. Se o erro 
máximo na estimativa de cada meia-vida é + 10%, 
ache o erro máximo no valor calculado de T. - 


37 Suponha que o cilindro descrito no Exemplo 4 
tenha tampa e base fechadas. Por meio de diferen- 
ciais, aproxime o erro máximo no cálculo da área 
da superfície total. 


38 Por meio de diferenciais, aproxime a variação na 
área da superfície da caixa descrita no Exemplo 6. 
Quala Variação exata? 


prerës 39-40: Prove que f é diferenciável e em todo 
seu domínio: ES 


PEV 
39 f(x, y) = 42 
Xx + y 


II 
er yr? 


40 f(x, y, z) = 


Dam, 


Ne 
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41 Seja 


“ 


_Xy__ Se (x, y) = (0, 0) 
fo y=] t 
0 Se (x, y) = (0, 0) 


- (a) Prove que f (0,0) e f (0, 0) existem. Sl ugestão: 
Use a Definição (16. 8).) 


(b) Prove que fnáo é contínua em (0, 0). 
(c) Prove que fnão é diferenciável em (0, 0). 
42 Seja 
xyz Se (x, y, z) = (0, 0, 0) 
TEH y l 
0 Se (x, y, z) = (0, 0, 0) 
(a) Prove que f, $; e f; existem em (0, O, 0). 
(b) Prove que f não é diferenciável em (0, 0, 0). 


Exercs. 43-44: Ref. Exemplo 7. Use o método de 
Newton para obter uma aproximação da solução do 


16.5 REGRAS DA CADEIA 


sistema de equações, com quatro casas decimais, uti- 
lizando a primeira aproximação dada. 


43 [x y 
Al 
O Gei 
10 + = 5 =1 pyN= sl 
44 [x y 
+77! 


(x É = (y + A Œy) 2 E 45; E 1,5) 


45 Estabeleça o método de Newton para um sistema 


de três equações, 


[fæ y, 2) = 0 
ge, y, z) = 
h(x, y, z) =0 


em que f, g e h são funções de três variáveis. 
Expresse a solução em forma matricial análoga a 
(2) da página 393. 


Se fe g são funções de uma variável tais que 


w=f(u)eu ge) 


então a função composta de fe g é dada por 


w =f (s) 


Aplicando a regra da cadeia (3.33), podemos achar a derivada 
de w em relação a x como segue: 


dw _ dw du 
dx. du dx 


Nesta seção aplicaremos esta fórmula a funções de diversas 


variáveis. 


Sejam f, g e h funções de duas variáveis tais que 


w=f (u, v), com u = g(x, y), v = h(x, y) 


Se, para cada par (x, y) em um subconjunto D de R? o par 
correspondente (u, v) estiver no domínio de f, então 


w =f EE, y), hx, y)) 
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Regras da Cadeia (1 6.21) 


define w como uma função (composta) de x e y com domínio D. 


- Por exemplo, se 


w =P + u sen v, com u = xe?, v = xy 
então w =x e? + xe?” sen xy 


O próximo teorema estabelece fórmulas para expressar ðw/ðx e 
dw/dy em termos das derivadas parciais primeiras das funções 
g, h e f. No enunciado do teorema supusemos os domínios 
escolhidos, de modo que a função composta seja definida em 
um domínio conveniente D. Cada uma das fórmulas enunciadas 


"no Teorema (16.21) é chamada regra da cadeia. 


DEMONSTRAÇÃO 


Dando a x um incremento Ax e mantendo y constante (isto é, 
Ay = 0), obtemos os seguintes incrementos de u e v: 


(1) Au = g(x + Ax, y) — g(x, y) 
Av = h(x + Ax, y) — h(x, y) 
Os quais, por seu turno, conduzem ao seguinte incremento de w: 
Aw = f (u + Au, v + Av) —f (u, v) 


Como fé diferenciável, temos, pela Definição (16.16), 
ðw ðw 
(2) Aw = Ut Av + E Au + E, Av 


em que €, e €, são funções de Au e Av que têm limite O quando 
(Au, Av) — (0, 0). Além disso, podemos supor que tanto €, como 
€, sejam iguais a O se (Au, Av) = (0, 0), porque, em caso contrário, 
podem ser substituídas por funções u, e u, que tenham esta 
propriedade e sejam iguais a €, e €, nos demais pontos. Em vista 
disto, as funções E, e €, em (2) são contínuas em (0, 0). Dividindo 
ambos os membros da equação (2) por Ax, temos 


(3 Aw ðw Au ðw Av Au Av 
(8) Ae gude quis SLÃp "LAS 
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aw 
ðr 
w 
ws 
dv 
Figura 16.39 


Encarando w como função de x e y, então: 


z Aw _ ðw 
lim == 
Ax -> 0 Ax ôx 
Y 
Outrossim, das equações (1), 
lim Au du e linm 2 Av evr 


Ar > 0 Ax T Ox Axo 0 ÁX dx 
Se Ax tende para 0, vemos, de (1), que Au e Av também tendem 
para 0 e, consegientemente, E, e E, também tendem para 0. 
Tomando, pois, o limite na equação (3) quando Ax — 0, obtemos 


dw _ ôw du | ðw dv 
dx ðu Ox dv dx 


Estabelece-se de maneira análoga a segunda fórmula do enun- 


ciado do teorema. 


O diagrama em árvore da Figura 16.39 é um dispositivo 
para rememorar as regras da cadeia (16.21). Traçamos primeiro 
ramos (segmentos) de w a u e v, para indicar que w é função 
dessas duas variáveis. Como u é funcáo de x e y, tracamos em 
seguida ramos de u a x e y e, da mesma forma, ramos de v a x e 
y. No diagrama indicamos também as diversas derivadas par- 
ciais em jogo para as variáveis dadas. 


Para achar dw/dx por meio do diagrama, consideramos 
todos os pares de ramos (caminhos) que levam de w a x. Há duas 
possibilidades: 


ôw du aw dy 
du dx ðv ðx 
wW -> u x e w => v — x 


Em seguida somamos os pedais dos pares correspondentes 
das derivadas parciais, obtendo 


ôw ðw u ðw ðv 
dx ðu Ox ðv dx 


Acha-se de maneira análoga a fórmula de d utilizando os 
pares de ramos que leyam de wa y. 


EXEMPLO 1 


Por meio de uma regra de cadeia, ache dw/dp e dw/dq se 


w="+s, comr= pq, s =p? sen q 


1 
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ðw 
or 
w 
aw 
ðs 
Figura 16.40 


SOLUÇÃO 


Note que w é uma função (composta) de p e g. Poderíamos 
também substituir r e s, obtendo 


w= (pay + (p? sen q} 


e achar em seguida dw/dp e ðw/ðq diretamente; entretanto, nosso 
objetivo é ilustrar as regras da cadeia. Além disso, tais substi- 
tuições, em alguns casos, conduzem a expressões muito com- 
plicadas. O processo aqui é análogo a processos empregados na 
programação de computadores para expressar um cálculo com- 


- plexo como uma sucessão de cálculos mais simples. 


Como w é função de r e s, e tanto r como s são funções de 
Pp e q, começamos construindo.o diagrama em árvore da Figura 
16.40. Com base no diagrama, tomamos os produtos de todos 
os pares de derivadas parciais que levam de w a p, obtendo 


aw  dwdr dm ds 
dp ðr dp ds dp 


= (3P) (9º) + (25) (2p sen q) 


Fazemos agora a substituicáo 


r= pq es =p? sen q: 


= MPG) + (2p sen g)2p sei q) 


= 3p"4? + 4p' sen? q 


Para achar dw/0q, voltamos ao diagrama da Figura 16.40: 


ðw ðw ðr ðw ds 


dq Jr ðq E ðs dg 
= (37) (2pq) + (25) (p? cos q) 
Fazendo a substituição em relação a r e s, obtemos 


ðw 


> pg”) (2pq) + 2 (p° sen gp? cos q) 


= 6p. + 2p* sen q cos q 


Note que, após aplicar a regra da cadeia do Exemplo 1, 
substituímos r e s, expressando, portanto, dw/dp e 0w/dq em 
termos de p e q. Com isto visamos enfatizar o fato de que w é 
uma funcáo (composta) das duas variáveis p e q. 


= 


Figura 16.41 


Si) 
pen 
E 

v y 


Figura 16.42 
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Podemos aplicar regras da cadeia a funções compostas de 
um número arbitrário de variáveis e construir diagramas em” 
árvore para ajudar na formulação dessas regras. Daqui por 
diante, não mais escreveremos símbolos de derivadas parciais ` 
nos ramos. Fica entendido que, se um ramo leva de uma variável 
w a outra variável r, como na Figura 16.40, a derivada parcial é 
ow/dr. Todavia, se w é função de apenas uma variável r, então 
escrevemos dw/dr em lugar de ðw/ðr. 


A título de ilustração, seja w função de ù; ve r, e uver 
funções de x, y, z. Esta situação é indicada pelo diágrama da 
Figura 16.41. Se quisermos achar 9w/9y, tomaremos os pares de 
produtos de derivadas parciais que levam de w a y, e somaremos, 
obtendo 


ðw _ ðw du ðw ðv ðw ðr 


dy du dy já dv dy i dr dy 
EXEMPLO 2 


Use uma regra da cadeia para achar dw/0z se 
w=r"+sv+Ê,comr=X +y +Z, S= xyz, V= xe, t= yz? 
SOLUÇÃO 


Note que w é função de r, s, v e t, e que cada uma dessas 
variáveis, por seu turno, é função de x, y e z. A Figura 16.42 


-exibe o diagrama em árvore adequado. Como queremos achar 


0w/0z, traçamos todos os ramos que levam de w a z, o que nos dá 


ðw ðw ðr ðw ðs ðw ðv ðw dt 


dz  ðrðz ðs ðz ðv əz ðt öz 
(20(2z) + v(xy) + s(0) + (3%)Qyz) 


4z (x? + y +2) + xe (xy) + O + 3(yz?Y (2yz) 


Aaa? + y? + z2?) $ xe + 6% 


Se w é função de diversas variáveis, cada uma das quais é 
função de apenas uma variável t, então w é função dessa variável 
única te é lícito considerar dw/dt. Pode-se aplicar aqui uma regra 
da cadeia, como no próximo exemplo. 


EXEMPLO 3 
Use uma regra da cadeia para achar dw/dt, se 


w=x2+ yz, comx=32+1,y=2t-4,7=Ê 
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Figura 16.43 


Es 
ES 


Figura 16.44 


`R 


SOLUÇÃO 


Para aplicar uma regra da cadeia, construímos o diagrama em 
árvore da Figura 16.43. Os pares de ramos que levam de w a £ 
dão-nos o seguinte, em que escrevemos d/dt para diferenciação 
em relação à variável única t: ` 


dw _ôwdx dwdy | ðw dz 
dt ` ðx dt dy dt ` əz dt 


(2x) (6£) + z (2) + y (3º) 
2(3Ê + 1) 6t + Ë (2) + (2t - 4)3Ê 
448 — 128 + 12t 


Il 


Poderíamos também resolver o problema sem apelar para ~ 
a regra da cadeia, escrevendo 


w= (32 + 1) + (214)é 


e achando entáo dw/dt pelos métodos de uma variável. 


As regras da cadeia são úteis na resolução de problemas 
de taxas relacionadas, conforme ilustrado no próximo exemplo. 


EXEMPLO 4 


Um circuito elétrico simples consiste em um resistor R e uma 
força eletromotriz V. Em certo instante, V é 80 volts e aumenta 
à taxa de 5 volts/min, enquanto R é 40 ohms e decresce à razão 
de 2 ohms/min. Use a lei de Ohm, 7 = V/R, e uma regra da cadeia, 
para achar a taxa à qual a corrente 1 (em ampères) varia. 


SOLUÇÃO 


Como 7 é função de Ve R, e ambos Ve R são funções do tempo 
t (em minutos), consideremos o diagrama em árvore da Figura 
16.44. Aplicando a regra da cadeia, obtemos 


dl 9 dV | d dR 


dt © V dt CR dt 


(DA | Va 
“AR d R? | dt 


Substituindo. 


V=8, É =5 R=40 e == = -2 
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P E obtemos 
w d (1 ARO Veiga DS | 
dt l 40 | a 1.600 | (2) 40 0,225 a 
y x 
Figura 16.45 
esa de - As derivadas parciais podem ser usadas para achar deriva- 


das de funções definidas implicitamente. Suponhamos que, ` 
como na Seção 3.7, uma equação F(x, y) = O défina uma função 
diferenciável f tal que y = f (x), isto é, F(x, f(x)) = O pará todo x no 
domínio D de f. Introduzamos a seguinte função composta F: 


w=F(u,y),emqueu=xey=f(x) 


Isto conduz ao diagrama em árvore da Figura 16.45. Com uma 
regra da cadeia, e em vista do fato de que u e y são funções de 
— uma variável x, temos: 
dw ðw du ðw dy 


dx © ðu dx * dy dx 


Como w = F(x, f (x)) = O para todo x, segue-se que dw/dx = 0. 
Além disso, como u =x ey = f (x), 


du _ Don 
dx =1 € dx e f (x) 
* Fazendo a substituição na fórmula precedente de dw/dx, obtemos 
ðw ÔW p, 
cap (D+ TO 


Se 9w/ày = 0, então (como u = x) 


= 0W/0U > ðw/ðx 
ðw/ðy ðw/ðy 


Fx, y) 


Pe) = 


E y) 


Podemos resumir o que precede como a seguir: 


Teorema (16.22) | S 
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N 


Teorema (16.23) : Se 


EXEMPLO 5 

Ache dy/dx se y = f (x) é definida implicitamente por 
l Y+3y-4-5x-1=0 | 

SOLUÇÃO | 


Se F(x, y) é a expressão do membro esquerdo da equação, então, 
pelo Teorema (16.22), : 


do -12x -5 1245 
de 4943 4943 


Compare esta solugáo com a do Exemplo 2 na Secáo 3.7, obtida 
por intermédio de métodos de uma variável. 


Dada a equação 
xX -4y +2z-7=0 
podemos resolvê-la em relação a z, obtendo 
= (Ex? + 4º + 7) 
que é da forma 


z=f (x,y) 


Por analogia com o caso de uma variável, dizemos que a função 
fde duas variáveis x e y é definida implicitamente pela equação 
dada. O próximo teorema nos dá fórmulas para achar fe Íp ou, 
equivalentemente, dz/0x e 0z/dy, sem resolver efetivamente a 
equação em relação a z; 


DEMONSTRAÇÃO 


A afirmação F(x, y, z)=0 define uma Pe ftalquez=f(x,y) 
significa que F(x, y, f (x, y)) = 0 para todo (x, y) no domínio de 


f. Consideremos a função composta F de xe y definida como segue: 


w = F(u, v, 2), em que u = x, v = y, Z = f (x, y) 


Figura 16.46 
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Note que u e v são funções de x e y, pois podemos escrever 
u =x + (0: y)ev=y+(0-x). Referindo-nos ao diagrama da Figura 
16.46 e considerando os ramos que levam de w a x, obtemos 


ðw dz 
Oz Ox 


ðw ðv 
: ðv: dx 


ðw y ðw du 
dx ðu dx 


Como w = F(x, y, f(x, y)) = O para todo x e todo y, segue-se que 
dw/dx = 0. Além disso, como du/dx = 1 e dv/0x = 0, a fórmula 
da regra da cadeia para dw/dx pode escrever-se* nero 


ðw dz 


ðw ðw 
0 = EE (1) + 7 (0) tg E 
“ese ôwide = 0, 
dz _ dw/dx _ Fx, y, z) 
Ox ðw/ðz ` Fx, y, z) 


Obtém-se de maneira análoga a fórmula para 0z/0y. 


EXEMPLO 6 


“Ache ðz/ðx e ðz/ðy se z = f (x, y) é definida implicitamente por 


EXERCÍCIOS 16.5 


24 xy +4y2-5=0 
SOLUCÁO 


Denotando por F (x, y, z) a expressão à esquerda da equação 
dada, então, pelo Teorema (16.23), 


ðz _ 2x2 + y? 
ox 2xz — 32º + 4y 
de 2xy + 4z 
dy 2% — 32 + 4y 


CC eee ED O O OO O 


Use a regra da cadeia nos Exercícios 1-14. 
Exercs, 1-2; Calcule dw/dx e ðw/ dy: 

1 w=usenvu=x+ y? v=xy 

2 w=uv+V;u=xseny,v=ysenx 
Exercs. 3-4: Calcule ðw/ðr e dw/ds. 

3 w=u+2uv;u=rIns,v=2r+s 


4 w=e"t=r+s,v=rs 


Exercs. 5-6: Calcule ðz/ðx e 0z/0y. 

5 z=r+s+Vr=xe,s=ye,v=xy 

6 Z2=pq+qw,p=2x-y,q=x-2y, w=-2x + 2y 
Exeres. 7-8: Calcule ðr/ðu, ðr/ðv e dr/0t. | 
7- r=xlny;x= 3u + vt, y = uvt . 

8 ao wd uê : 


9 Sep=u+3/-4W, em que u =x- 3y + 2r =s, 
v=lx+y-r+2sew=-x+2y+r+s,ache ðp/ðr. 
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10 Ecs one tr + ue”, em que =xy%z, 1 = ama 
U=XYZ ev= yz. 


- Exercs. 11-14: Calcule dw/dt. 


t 
t+'1 


Re ENE = Ez 
llm=x = y; x ae 


Rw=n(u+vyu=e!v=P-P 
13 v="-stgv;r=senli,s=cost,v=4t 
14 wv=xyzthix=2+1,y=3t-2,2=5t+4 


Exercs. 15-18: Utilize derivadas parciais para calcu- 
lar dy/dx se y = f(x) é definida implicitamente pela 
equação dada. 


1520 +0y+=10 1614203 +2 =0 
17 6x + Vxy = 18 B4+y=4 


Exeres. 19-22: Calcule 9z/0x e dz/ ðy se z =f (x, y) 
é definida implicitamente pela equação dada. 


3y — 4 


19 2x2 -3y7 + xy? + 42=0 

20 x2+22y-4yz+3y-2=0 

21 xe” — 2ye” + 320) =1 

22 y +z + cos xyz = 4 

Exercs. 23-32: Use a regra da cadeia. 


23 O raio r e a altura h de um cilindro circular reto 
aumentam à razão de 0,01 cm/min e 0,02 cm/min, 
respectivamente. 


(a) Ache a taxa de variacáo do volume «quando 
r=4cmeh=7cm. 


(b) A que taxa a área da superfície curva está 
variando nesse instante? 


24 Os lados iguais e o ángulo correspondente de um 
triángulo isósceles estáo aumentando á razáo de 
3 cm/h e 2%/h, respectivamente. Ache a taxa à qual 
a área do triángulo está aumentando no instante em 
que o comprimento de cada um dos lados iguais é de 

- 6 metros e o ângulo correspondente é 60º. 


25 A pressão P, o volume Ve a temperatura T de um 
gás confinado estáo relacionados pela lei dos ga- 
ses ideais PV = kT, em que k é uma constante. Sé 
Pe V variam às taxas de dP/dt e dV/dt, respectiva- 
mente, ache uma fórmula para dT/dt. 


Ai 


26 Se o raio da base r e a altura-h de um cilindro 
circular reto variam às taxas dr/dt e dh/dt, respec- 
tivamente, obtenha uma fórmula para dV/dt, em 
que Vé o volume do cilindro. 


27 Certo gás obedece à lei dos gases ideais PV = 87. 
Suponha que o gás esteja sendo aquecido à taxa 
de 2º/min e a pressão esteja aumentando à taxa de 


E (kg/cm?)/min. Se, em certo instante, a tempera- 


tura é de 200” e a pressáo é 10 (kg/cm?), ache a 
taxa à qual o volume está variando. 


28 A areia está vazando por um buraco em um reci- 
piente à razão de 6 cm*/min. Ao vazar, a areia vai 
formando uma pilha em forma de um cone circular 
reto cujo raio da base aumenta à razão de 


Í em/min. Se, no instante em que já vazaram 


40 cmd, o raio é de 5 centímetros, determine a taxa 
de aumento da altura da pilha. 


29 Na idade de 2 anos, um menino típico tem 86 
centímetros de altura, pesa 13 quilos e cresce à 
razáo de 9 cm/ano e 2 kg/ano. Use a fórmula de 
DuBois e DuBois para a área de uma superfície, 
S =0,007184x0*25,072 para o peso x e a altura 
y, para estimar a taxa à qual a área da superfí- 
cie do corpo está crescendo (ver Exercício 49 

- da Seção 16.1). 


30 Quando o tamanho das moléculas e suas forças de 
atração são levadas em conta, a pressão P, o volu- 
me V e a temperatura T de um mol de gás confi- 
nado estão relacionados pela equação de van der 
Waals 


[* + ao - b) = 
em que a, b e k são constantes positivas. Se té o 


tempo, estabeleça uma fórmula para. al/dt + em 
termos de dP/dt, dV/dt, Pe V. 


31 Se n resistores R}, R,, ..., R, estão ligados em 
paralelo, então a resistência total R é dada por 


Sai 
RA 


Prove que, para k= 1,2, «sn; 


y l \ 


32 Uma função f de duas variáveis é homogênea de 
grau nse f (tx, ty) = f(x, y) para todo £ tal que (tx, 
ty) esteja no domínio de f. Mostre que, para tais 


funções, xf, y) + yf, y) = nf (x, y). (Sugestão: 
Diferêncie f (tx, ty) em relação a t.) 


Exercs. 33-36: Ref. Exercício 32. Ache o grau n da 
pao homogênca f e verifique a fórmula 


xf y) + 3/05 y) = nf y) 
33 f(x, y) = 2º + 3%y + y? l 
x : : 
34 fe, y). 2a 
24 y 


35 f(x, y) = arg? 


qb = yo” 


Xy Se w = f (x, y), em que ear e Pe y= rset, 
mostre que 


2 2 2 2 
ðw de ow) [ow % 1 / ðw 
dx o» | lar r2 | 00 


38 Se w =f (x, y), em que x = e” cosdey= é sen 6, 
mostre que 


Sw A dw (ww 
ax? dy 


39 Se w =f (x, y), em que x = 7 cos de y=rsen a 


mostre que 


Fw w ðw 10w 10w 
ax? yy ar? ra. r or 


40 Sev=f(x— at) + g(x + at) e f e g têm derivadas 
parciais segundas, mostre que v satisfaz a equação 
da onda 


(Compare com o Exercício 42 da Seção 16.3.) 


41 Se w= cos (x + y) + cos (x —y) mostre, sem utilizar 
fórmulas de adição, que w -Wp = 0. 


42 Sew=f (2 + Y) , mostre que y(9w/0x) —x(9w/9y) 
= 0. (Sugestão: Faça u = + y.) 


. 
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43 Se w = f (u, v), em que u = ee nero k(x » 
mostre que 


dw w (23 | w ow pra 


a que | ðx av du * ðu ðv | dx dx 
2 

yw (av RR Su ðw ðv 

ðv? | ðx ðu əx? dv dx 


44 Para w, u e v dadas como no Exercício 43, mostre 
que . 


e 


dy dx qui dx dy a 


3w du dv R 3w du dv 
dv du dx dy . du dv dy dx 


ðw du 
ðu: dy dx 


3w dv ðv 


y ow dv 
ay? dx dy. 


E dv. dy dx 


45 Prove o seguinte teorema do valor médio para uma 


função fde duas variáveis x e y: se F tem derivadas 
parciais primeiras em uma regiáo retangular R = 
[(x, y): a <x <b, c < y <d} ese A(x, yi) e B&n 
y,) são pontos de R, então existe um ponto P(x*, 
y*) no segmento AB tal que 


FO, y,) -f Œp y) D 
(6%, yo — 21) + 4,0% y DW, Y 1) 


-46 Use o Exercício 45 para provar o seguinte: Se f (x, 


y) =0 ef, Œ, y) =0 para todo (x, y) em uma regiáo 
retangular R, entáo f (x, y) é constante em R. 


47 Estenda o Exercício 45 a uma função de três 
variáveis. 


48 Estenda o Exercício 46 a uma função de três 
variáveis. 


49 Suponha que u = f (x, y) e v = g(x, y) verifiquem as 
equações de Cauchy-Riemann u, = v, eu, =-v,. Se 
x= r cos 8 e y = r sen 0, mostre que 

du lóv dv 10 


ar ro or” ros 


50 Se u = y/(? + y?) e v = x/(0 + y?), verifique 
diretamente as fórmulas para du/dr e dv/dr no 
Exercício 49, substituindo x por r cos O e y por 
r sen 6, e diferenciando. 
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{6.8 DERIVADAS DIRECIONAIS 


0 


Ay 


Po, » 


- Na Seção 16.3 abordamos o fato de que, se f, y)éa temperatura 


de uma chapa de metal plana no ponto P(x, y) de um plano-xy, 
então as derivadas parciais f (x, y) ef (x, y) dão as taxas instan- 
táneas de variação da temperatura em relação à à distância nas 
direções horizontal e vertical, respectivamente (ver Figuras 
16.28 e 16.29). Nesta seção generalizaremos este fato para a taxa 
de variação de f(x, y) em qualquer direção. 


Seja u = ui + uj um vetor unitário. Representando u por 
um vetor com ponto inicial P(x, y), conforme Figura 16.47(1), 
então o ponto terminal tem coordenadas (x + u,, y + u,). Quere- 
mos definir a taxa de variação de f (x, y) em relação à distância 
na direção determinada por u. 


Consideremos uma reta l por P paralela a u, e seja Q um 
ponto arbitrário de Z, conforme Figura 16.47(ii). O vetor PO 
corresponde a um múltiplo escalar su = (su,)i + (su,)j para algum 
s. Logo, as coordenadas de Q são (x + su, y + su). ¿Como ué 
um vetor unitário, 


IPO] = ea = sl ful] = W 


Assim, s é a distância (com sinal) de P, medida ao longo: de L 


Se s > 0, então su tem a mesma direção que u. Se s < 0, então 
su tem a direção oposta, 


- Se a posição de um ponto varia de P pela Q, então o 
incremento Aw de w = f(x, y) é 


Aw = f (x + su, y + su,) — Fes y) 


A taxa média de variacáo de f (x, y) é 


Aw T+ SU, y + su,) -f (x, y) 
S ; S 


(ii) 
AY 


OS (x + UA +u) 


G QG- t gu y + su) 
e su = sui + suj 
Pe 


U=ui+uj 


xY 
xy 


Figura 16.47 
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A título de ilustração, seja w = f(x, y) a temperatura em (x, y). 
Se a temperatura em P é de 50º e a temperatura em Q é de 51,5º, 
“então Aw = 1,5”. Se ||PO]| = 3 cm, a taxa inédia de variação da 
temperatura, quando um ponto se move de P até Q, é 


a 0,5” por cm 


Tal como no estudo das derivadas, para achar a taxa 
instantánea de variação de f(x, y) em P na direcáo definida por 
u, consideramos o limite da taxa média de variação Aw/s quando 
s = 0. Isto motiva a seguinte definição. 


Definição (16.24) 


Se a é um vetor arbitrário de mesma direção que u, 
chamaremos também D, f (x, y) a derivada direcional de f na 
direção de a. 


O teorema que segue dá uma fórmula para achar derivadas 
direcionais. 


Teorema (16.25) 


DEMC ISTRAÇÃO 


Consideremos x, y, 4, e u, como fixos (embora arbitrários), e 
seja g a função de uma variável definida por 


g(s) =f (X + su, y + Su) 
Pelas Dehnigaes (3.6) e (16.24), 


PO = tim =O 


s>0 


fœ + su, y + su) -fœ y) 
ım 


s>0 S 


= D, f(x, y) 
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Figura 16.48 


AY 


Figura 16.49 


Y 


Consideramos em seguida g como uma função composta, com 
w = g(s) = f (F, V) € F =X + Sih, V = Y + Si, 


Conforme indicado pelo diagrama em árvore da Figura 16.48, 
w é uma função de r e v, e r e v são funções de uma variável. 
Aplicando a řegra da cadeia, obtemos 


o dw _ ôw dr | ow dv 
ds ðr ds dv ds 


“Com as definições de w = g(s), r e v, a última expressão pode 


ser escrita 


88) =f; (r, Vu, +f, (1, Yu, 


Fazendo s = 0, então r = x, v = y e, pela primeira parte da 
demonstração, g'(0) = D, f(x,y). Logo 


D,f(, y) = fx, y)u, +f, Vu, 


As derivadas parciais primeiras de f são casos especiais da 
derivada direcional D, f(x, y). Assim, fazendo u = i, então u = 1, 
u, = 0, e a fórmula em (16.25) se escreve 


D, fy) = fx, y) 
Se u = j, então u, = 0, u, = 1, e obtemos 

D fœ y) =f y) 
EXEMPLO 1 


Seja f(x, y) = y. 

(a) Ache a derivada direcional de f no ponto P(- 1, 2) na 
direção do vetor a = 4i — 3j. 

(b) Discuta o significado da parte (a) se f(x, y) é a temperatura 
em (x, y). 

SOLUÇÃO 

(a) O vetor a = 4i — 3j com ponto inicial P(- 1, 2) está 
representado na Figura 16.49. Queremos determinar D, 


f(-1,2) para o vetor unitário u que tem a direção de a. Pelo 
Teorema (14. 12), 


Las Rs (a Ay 
a = q - 3j) = zi- 


ul 
Cato 


part 
al 


Como 


f(x, y) = 3 e f y) =28y 


Definição (16.26) | $ 


Derivada direcional (forma de 
gradiente) (16.27) 
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- segue-se de (16.25) que 


D, f(x y) = xy (Y) +2) 
Logo, em P(- 1, 2), 
Du f(-1, 2) = 3- 1P2P G) + 2D OE = 12 


(b) Se f (x, y) é a temperatura (em graus) em (x, y), então 
D,f(-1,2) = 12 nos diz que, se um ponto se-move na direção 


- de u, a temperatura em P aumenta à razão de 12º por unidade 


de variação da distância. É interessante comparar este valor com 
f(-1,2)= Def(C1,2)=-4, que são as taxas de variação nas 
direções horizontal e vertical, respectivamente. 


Por meio do Teorema (16.25), podemos expressar a derivada 
direcional como um produto escalar de dois vetores, como segue: 


Df (e, y) = [Alo y)i + SO 919] [mi + ui] 


O vetor dentro do primeiro par de colchetes, cujos componentes 
são as derivadas parciais primeiras de f (x, y), tem grande 
importância. Denota-se por Vf (x, y) (que se lê del f(x, y)), e tem 
um nome especial. l 


O gradiente Vf (x, y) denota-se em geral por grad f (x, y). 
Do que acabamos de ver, temos o seguinte: 


Assim, para achar a derivada direcional de f na direção do 
vetor unitário u, formamos o produto escalar do gradiente de f 


“eu. Daqui por diante, usaremos esta fórmula, em lugar do 


Teorema (16.25), para achar D, f (x, y). 


O símbolo V (chamado del), é um operador diferencial 
vetorial que se define como 


ð 


e 
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Ay 
Vf e, 
P o yo) 

Figura 16.50 
YA 


Figura 16.51 


Suas propriedades sáo análogas ás do operador d/dx (ver Exercí- 
cios 35-40). Operando sobre f (x, y), produz o vetor gradiente Vf 


(x, y). 


Se P (ko Yo) É um ponto específico do plano-xy, costuma- 
se denotar o vetor gradiente em P, por Vf ], . Assim, 


Vf lp, = VF (xo, Yo) = LO Yoi + So Yaj 


Quando representamos o vetor Vf |, graficamente, tomamos 
RGE E É É 0 


sempre o ponto inicial em P,, conforme Figura 16.50. 


“EXEMPLO2 


Seja f (x, y) =x" — 4xy. 
(a) Ache o gradiente de fno ponto P(1, 2) e esboce o vetor Vf]. 


(b) Use o gradiente para achar a derivada direcional de f em 
“P(1,2) na direção de P(1, 2) para O(2, 5). 


SOLUÇÃO | 
(a) Pela Definição (16.26), 
Vf y) =(2r—4p)i- dy] 
Em P(1, 2), 
Vf], = VÍ (1, 2) = Q-8i-4j =- 61 - 4j 


Este vetor está representado na Figura 16.51, com ponto inicial 
P(, 2). l 


(b) Fazendo a = PO, então 
a=(2-1,5-2)=(1,3)=1+3j 


(ver Figura 16.51). Um vetor unitário com a direção de PQ é 
AO A i 
u= al a= vo ( +35) 
Aplicando (16.27), temos 
D, f, 2) = VI(1, 2) -u 


> (6-4) g+ 3) 


1 18 
= apC- 12 = -jg "057 


Teorema do gradiente (1 6.28) 


P, y) 


«Y 


Figura 16.52 


N 


e 


RH 


Figura 16.53 — 
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Seja P(x, y) um ponto fixo, e E derivada 
direcional D, f (x, y) quando u = (u,, u,) varia. Para um vetor 
unitário u dado, a derivada direcional pode ser positiva (isto é, 

- f(x, y) pode aumentar), ou negativa (f (x, y) pode diminuir) ou . 
0, Em muitas aplicações, é importante achar a direção em que 
f(x,y) cresce mais rapidamente, bem como o máximo da taxa 
de variação. O próximo teorema nos dá esta informação. 


DEMONSTRAÇÃO 


(i) Consideraremos o ponto P(x, y) e o vetor Vf (x, y) como 
fixos (mas arbitrários) e o vetor u como variável (ver Figura 
16.52). Seja y o Agito entre u e Vf (x, y). Por J 27) e pelo 
Teorema (14.22), 


Du f(x, y) 


Vf (x, y): u 
IVf (x, y)Il lal] cos y 
= || Vf (x, y)|| cos y 


Como — 1 < cos y < 1, o máximo de D, f(, y) ocorre se 
cos y = 1; neste caso, D, f (x,y) = ||Vf (x, y). 


(ii) A derivada direcional D, f(x,y) é a taxa de variação de 


- f(x,y) em relação à distância em P(x, y) na direção definida por 


u. Tal como na parte (i), esta taxa de variação atinge seu máximo 


“secosy=1--isto é, se y = 0. Entretanto, se y = 0, então u tem a 


mesma direção que Vf (x, y). 


O teorema do gradiente admite uma interpretação geomé- 
trica interessante e útil. Denotemos por S o gráfico de 
z =f (x, y) em um sistema coordenado xyz. Como se vê na 
Figura 16.53, o ponto P(x, y) e o vetor Vf (x, y) estão no plano-xy, 
e Q(x, y, f(x, y)) é o ponto de S correspondente a P. Se um ponto 
(variável) no plano-xy se move passando por P na direção de 
Vf (x, y), então, por (16.28)(ii), o ponto correspondente em S 
descreve uma curva C de aclive máximo no ponto Q do gráfico 
de f. Na Seção 16.7.abordaremos outro aspecto geométrico de 
Vf (x, y) que envolve as curvas de nível de f. 


2. 
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Referindo-nos á demonstração do Teorema do gradiente 
(16.28), vemos que o mínimo de D, f(x, y) ocorre se cos y = — 
1. Nesse caso, y = x (ou y = 180º) eD fœ y) =- [Vf (x, yll, 
que é a taxa máxima de decréscimo de f(x, y). Isto nos dá o 
seguinte corolário do Teorema (16.28). 


Corolário (16.29) 


y EXEMPLO 3 
Seja f (x, y) =2 + x? + aya 
VIA, 2 E ; ; 
| pa (a) Ache a direção segundo a qual f (x, y) cresce mais rapida- 

g mente no ponto P(1, 2), e determine a taxa máxima de cresci- 

P(1,2) mento de fem P. 
(b) Interprete (a) utilizando o gráfico de f. 
SOLUÇÃO 
(a) O gradiente de fé 


AAA» 


Figura 16.54 
2 Vf (x, y) = Zi + 1yj 


Em P(1, 2), 
Vf(1,2)=2i+j 


Este vetor, esboçado na Figura 16.54, define a direção segundo 
a qual f(x, y) aumenta mais rapidamente em P(1, 2). 


A taxa máxima de aumento de fem P(1, 2) é 
IVA, 21 = || -2i - jl = VZ FT = y5 = 22 


(b) A Figura 16.55 exibe o gráfico S de f — um parabolóide 
elíptico. O ponto P(1, 2) e o vetor Vf (1, 2) aparecem no 
plano-xy. O ponto de S correspondente a P é Q(1, 2, 4). Se um. 
ponto (variável) no plano-xy se move passando por P na direção 
ERES V$G,2) de Vf(1, 2), o ponto correspondente do gráfico descreve uma 
ERAS < curva C de máximo aclive no parabolóide. 


Figura 16.55  * a O — 
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Define-se a derivada direcional de uma função f de três 
variáveis da mesma forma que na Definição (16.24). Isto é, se 
u = ui + uj + uk é um vetor unitário, temos o seguinte: 


Derivada direcional de 
f (X, y, Z) (16.30) 


Tal como no caso de duas variáveis, D, fœ, y, z) é a taxa de 
variação de fem relação à distância em P(x, y z) na direção de 
u. O gradiente de f (ou de f(x, y, z), denotado por Vf (% y, z) ou 
grad f(x, y, z), se define como segue. 


Gradiente de f (x, y, z) (16.31) 


Tal como no caso bidimensional, denota-se por Vf], o 


gradiente em um ponto específico P o Yo Zo): 


` O próximo resultado constitui a versão tridimensional do 
Teorema (16.25). 


Teorema (16.32) 


Tal como no Teorema (16.28), de todas as derivadas 

direcionais possíveis D, f(x, y, z) no ponto P(x, y, z), a derivada 

“na direção de Vf (x, y, z) é a que tem maior valor; esse valor 
máximo é ||Vf (x, y, z|. 


EXEMPLO 4 


Suponhamos que um sistema coordenado xyz esteja localizado 
no espaço, de modo que a temperatura T no ponto (x, y, z) seja 
dada pela fórmula T = 100/(x2 + y? + 22). 


(a) Ache a taxa de variação de Tem relação à distância no ponto 
P(1,3,-- 2) e na direção do vetora=i-j+k. | 


(b) Em que direção, a partir de P, T aumenta mais rapidamente? 
Qual a taxa máxima de variação de T em P? 


“416: Cálculo com Geometria Analítica Cap. 16 


SOLUÇÃO | 
(a) Pela Definição (16.31), o gradiente de T = 100/02 +y?+2) 6 


oT., əl, ƏT 


VT = ait ay? + az É 
C AA 
mo -20w 
ôx (x +y + 22 
a —200y IT _ -200z 
Y o ty zP az (+ y 2y 
obtemos E 
VT = E o + yj + zk) 
Logo 
VI], = A (i + 3j - 2k) 


Um vetor unitário u de mesma direção dea=i-j+ké 
uvÉG-j+h 
3 J 
Pelo Teorema (16.32), a taxa de variação de T em P na direção 


de a é 


-200 (1-3-2) 200 
196 V3 “4943 


- Se, por exemplo, T é medido em graus e a distância em centí- 


metros, então T cresce à razão de 2,4 graus por centímetro em 
P na direção de a... 


D,T],=VT],:u= =2,4 


(b) O máximo da taxa de variação de T em P ocorre na direção 
do gradiente — isto é, na direção do vetor — i— 3j + 2k. O máximo 
da taxa de variação é igual ao módulo do gradiente, isto é, 

200 


VTA = fgg YI + IFF +38 


Nesta seção utilizamos o gradiente de uma função f espe- 
cialmente para achar. derivadas direcionais. Mais adiante abor- 
daremos outros aspectos importantes. Concluiremos esta seção 
com uma aplicação à termodinâmica. 


Figura 16.56 


Ei 
Figura 16.57 


uy 
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Seja T =f (x, y) a temperatura de estado estacionário no 
ponto (x, y) de uma regiáo bidimensional R. (Estado estacioná- 
rio significa que T é independente do tempo.) A lei da condução 
do calor de Fourier afirma que a taxa q à qual o calor flui através: 
de um ponto P(x, y) na fronteira de R é diretamente proporcional 
à componente do gradiente da temperatura VT ao longo do 
unitário da normal (exterior) n à fronteira em P (ver Figura 
16.56). Assim, 


q = k comp, VT = kVT -n 4 


para algum escalar k (ver Definição (14.25)). Se VT :m = 0, o 
componente segundo a direção da normal será O (VT e m são 
ortogonais), e, assim, nenhum calor escapará da região em P. 
Diz-se que a fronteira está isolada no ponto P. A região está 
isolada ao longo de parte da fronteira se está isolada em todo 
ponto daquela parte. Valem afirmações análogas para regiões 
tridimensionais. 


EXEMPLO 5 


Seja R a região retangular do plano-xy exibida na Figura 16.57, 
eseja T = f (x, y) a temperatura de estado estacionário em (x, y). 
Estabeleça condições sobre T que tornem isolada: 


(a) amargem BC (b) amargem AB 
SOLUÇÃO 


(a) Podemos usar o vetor i para representar o unitário n da 
normal à margem BC. Assim, BC estará isolada se e somente 
se, em cada ponto P de BC, 


Isto significa que a taxa de aa de Tna direcáo horizontal é O. 
(b) j éuma normal à margem AB. Neste caso, AB estará isolada 


se e somente se 


VT -j=0ou, equivalentemente, > = 0 


ou seja, a taxa de variação de T na direção vertical é 0. 
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EXERCÍCIOS 16.6 

Exeres. 1-6: Ache o gradiente de fem P. 

1 fa, y)= VER o PAS) 

2 f(y)=79-5x; PQ, 6) 

3 feye gy; P(O, 1/4) 

4 f(x, y) =x In (2- y); P(S, 4) 

5 fyz) =y -2x P(2,-3,1) 
6 fy2=w%; P(2,-1,0) 


Exercs. 7-20: Ache a derivada direcional de fem P 
na direcáo indicada. 


7 f(x, y) =x?-5xy + 3y”; 

P(3,-1), u =(V2/2)(i +j) 
8 fo y)=-3x%y —y?; 

Pñ-2, u => (-i+v3)) 


9 fr y) = arctg; 

P(4,-4), a=2i-3j 
10 f(x, y) =x lny; | 

P(5, 1) a =-1i+4j 
11 f(x, y) = V9x?-4y?- 1; 

P(3,-2), a=i+5j 


2H. 
x+y’ 


12 f(x, y)= 
P(2,-1), a=3i+4j 
13 f(x, y) =x cos? y; 
PQ, 1/4), a=(5,1) 
14 f(x, y) = xe”; 
P(4, 0), a = (-1, 3) 
Sy 2 
P(2,-1, 4), a=1+2j-3k 
16 f(x y, 2) =x + 3yz + 4xy; 
P(1, 0,5), a=2i-—3j+k 


| 21 f(x, y) =Le >; 


_A Y 
24 Tjaa a 


TEZ 
P(=1,2,3), a=3i+j-5k 
18 f (x, y, z) = Vxy senz; 
P(4,9,1/4), a=21+3j—2k 
19 fC y, 2) = Œ + 90 + z); 
P(5,7, 1), a = (-3, 0, 1) 


20 f(y, 2) =2 arctg (x + y); 


P(0, 0, 4), a = (6, 0, 1) 


Exercs. 21-24: (a) Ache a derivada direcional de f na 


direção de P para Q. (b) Ache um vetor unitário na 
direção em que f cresce mais rapidamente em P e 
determine a taxa de variação de f naquela direção. (c) 
Ache um vetor unitário na direção em que f decresce 
mais rapidamente em P e determine a taxa de variação 
de f naquela direção. 


| PQ, 0) 0(-3, 1) 
22 f(x,y)=sen(2x-y); P(=1/3, 1/6), Q(0, 0) 
23 f(x, y,z) = Vx? +y +22; P(-2, 3, 1), O(0, -5, 4) 


P(0, E 1, 2), 0(3, 1, -4) 


25 Uma chapa de metal está situada em um plano-xy, 
de modo que a temperatura T em (x, y) seja inver- 
samente proporcional à distância da origem, e a 
temperatura em P(3, 4) é 100º F. 


(a) Ache a taxa de variação de T em P na direção 
dei +. 

(b) Em que direção T aumenta mais rapidamente 
em P? 


(c) Em que direção T decresce mais rapidamente 
em P? 


(d) Em que direção a taxa de variação é 0? 


26 Asuperfície de um lago é representada por uma região 
D no plano-xy, de modo que a profundidade (em 
metros) sob o ponto (x, y) é f(x, y) = 300 -22 — 3y?. 


(a) Em que direção um bote em P(4, 9) deve 
navegar para que.a profundidade qua Agin, de- 
cresça mais rapidamente? 


(b) Em que direção a profundidade permanece a 
mesma? 


27 O potencial elétrico V em (x, y, z) é 
o V=x+4y +92 


(a) Ache a taxa de variação de V.=P(2, — 1, e) na 
diregáo de P para a origem. 


(b) Ache a direção que produz a taxa máxima de 
variação de Vem P. 


(c) Qual é a taxa máxima de variação em P? 
28 A temperatura T em (x, y, z) é dada por 
T=4-y +4 162 


(a) Ache a taxa de variação de T em P(4, — 2, 1) 
na direção de 2i + 6j — 3k. 


(b) Em que direção-T aumenta mais rapidamente 
em P? 


(c) Qual é esta taxa máxima de variação? 


(d) Em que direção T decresce mais rapidamente 
em P? 


(e) Qual é esta taxa de variação? N 


Exeres. 29-30: Com referência à discussão que precede 
o Exemplo 5, em cada caso T é a temperatura em (x, y). 


29 A figura exibe uma região semicircular R. 


(a) Use coordenadas polares para mostrar que a 
fronteira superior ÁB está isolada se e somen- 
te se 9T/0r = 0. (Sugestão: Mostre que, se 
T=f (x, y), comx=rcos 9 e y = r sen O então 
9T/0r = (9T/9x) cos 8 + (ðT/ðy) sen 8.) 


(b) Interprete 97/9r como taxa de variação de T. 


Ay 
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30 A figura exibe um setor circular cuja fronteira AB 
- está isolada; 


- (a) Use coordenadas polares para mostrar que a 
condição de isolamento. é equivalente a ` 
977 ôq = 0 para todo ponto no o An. 


(b) Interprete 97/00 como taxa de variação de T. 


AY 


> 
X. 


31 Em algumas aplicações: pode ser difícil calcular 
diretamente o gradiente Vf (x, y). Usa-se ás. vezes 
a aproximação seguinte para os componentes, em 
que h = O: 


fath qe y) 


Fx, y) = 


fœ y +h)=f0,y:-h) 

fe y) = 

(a) Mostre que essas, aproximações melhoram 
quando h — 0. 


(b) Se f (x, y) = %/(1 + y), aproxime Vf (1, 2) 
tomando h = 0,01 e compare a aa 
com o resultado exato. 


32 A análise da temperatura de cada componente é 
fundamental para o planejamento de um chip de 
computador. Suponhamos que, para que um chip 
opere adequadamente, a temperatura de cada 
componente não deva exceder 78º F. Se um com- 
ponente tende a aquecer, os engenheiros costu- 
mam colocá-lo em uma parte fria do chip. O 
planejamento de chips é auxiliado por simulação 
em computador, em que se analisam os gradientes 
da temperatura. Uma simulação para um novo 
chip resultou na malha de temperaturas (em “F) 
exibida na figura. 
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“ (a) Se T(x, y) é:a temperatura em (x, y), use O 
Exercício 31 com A = 1 para aproximar VT(3, 3). 


(b) Estime a direção da transferência máxima de 
calor em (3,3). 


(c) Estime a taxa instantânea de variação de T na 
direção de a = — i +2j em (3,3). 


A y (mm) 


Malha de temperaturas (°F) 


1 2 3 4º x(mm) 


Exercs. 33-34: Estenda as fórmulas de aproximação 
do Exercício 31 ás derivadas parciais primeiras de 
f(x, y, z), e use então A = 0,01 para aproximar a deri- 
vada direcional de fem P,(1, 1, 1) na direção de u. 


l 2 
33 f(x, y,z) Sy ee 


Ps yz = zí +j+k) 


x! + 3x2? 
4x2y? + cosh (yz) 


34 f(x,y,z) u=-(i-j+K 


Exeres. 35-40; Se u = f (x, y), v = g (x, y) e fe g são 
diferenciáveis, prove a identidade. 

35 V(cu) = c Vu, c constante 

36 V(u + v) = Vu + Vv 

37 V(uv) =u Vv +v Vu 


38 y u e ETE 
v v 


com v = 0 
39 Vu" = nu” 1 V" para todo real n. 


2 w 
40 Se w = h(u), então Vw = e Vu. 
41 Sejam u um vetor unitário e O o ângulo, medido 
em sentido anti-horário, do eixo-x positivo para o 
vetor posição correspondente a u. 


(a) Mostre que D, f(x, y) = f(x,y) cos O + f(x,y) 


sen 8. 


(b) Se f (x, y) =x" + 2xy — y? e O = 57/6, ache 
D, f (2-3). 


42 Ref. Exercício 41. Se f (x, y) = Co + Pre e g n), 
ache D ,f 2,- 1). 


43 Se f, f, e f, são contínuas e V(x, y) = 0 em uma 
região retangular R = [(x, y): a<x<b,c<y<d), 
prove que f(x, y) é constante em R (ver Exercício 
46 da Seção 16.5). 


44 Sejam w = f(x, y), x = g(0), y = A(t) e suponhamos 
que todas as funções sejam diferenciáveis. Se 
r(t) = xi + yj prove que 


dw 


Ea = Vw -r'(t) 
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16:7 PLANOS TANGENTES E R RETAS NORMAIS 


z: aparatos que u uma par S seja o gráfico de uma equa- 
ção F(x, y, z) = 0 e que F tenha derivadas parciais primeiras 
contínuas. Seja P Œo Yo Z9) um ponto de Sno qual Fy F, e F, 

- não sejam simultaneamente nulas. Uma reta tangente a S em 
P, é, por definição, uma reta / tangente a qualquer curva C de $ 
que contenha P, (ver Figura 16.58). Se C e a as 


x=f(),y=8(0,2=M0 o 
para t em algum intervalo fe se r(t) é o vetor posição de P(x, y, 
z); então... l 


r) =f Oi + 8j + Ak 


Logo, 


Figura 16.58 r()=P0i+ 20) +r Ok 


é um vetor tangente a C em Per, y, Z), conforme indicado na 
Figura 16.58. 


Para cada £, o ponto (f (£), g(t), hO) de C está também em 
S e, portanto, 


FFO, ©, KÒ) =0 
Fazendo | 
w = F(x, y, z), com x = f (0), y = 8Ò, z = AÀ 


então, aplicando a regra da cadeia, e como w = O para todo é, 
temos 


dw ow de | ðw dy R ðw dz 
dt ðx dt dy d 0z dt 


= 0 


Assim, para todo ponto P(x, y, z) de C, 
Eloy, Df À +F, (1,7, Dg (0) +F yO 
ou, equivalentemente, 
VE(x, y, z) r(£) =0 
Em particular, se P¿(X¿, Yo Zo) corresponde a t = t, então 


VEF lo, rt) = VE Ye Zo) * Pt) = 


x 


Como r’(t,) é um vetor tangente a C em P,, isto implica que o 
Figura 16.59 - vetor VF], é ortogonal a toda reta tangente la S em P, (ver 


Figura 16.59). 
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- Teorema (16.33) | 


Corolário (16.34) 


O plano por P, com vetor normal VF], é o plano tangente 


a S em P,. Mostramos que toda reta tangente la S em P, está 
no plano tangente em P,. O teorema seguinte resume o assunto. 


O vetor VFlp do Teorema (16.33) é designado como a 
normal à superfície S em P,. Aplicando o Teorema (14.36), 
obtemos o seguinte corolário, no qual admitimos que F,, F eF, 
não sejam simultaneamente nulas em P,. 


EXEMPLO 1 


2 


Ache a equação do plano tangente ao elipsóide ¿e + 3y 
+ 2? = 12 no ponto P,(2, 1, V6) e ilustre graficamente. 


SOLUCÁO 


Para usar o Corolário (16.34), primeiro expressamos a equação 
da superfície na forma F(x, y, z) = O fazendo 


F(x, y, z) = 1 + 3y? + z- 12=0 
AS derivadas parciais de F são | | | 
Fkx,y,2) = 5 x, Flx,y,2)=6y, F.(x, y, 2) =2z 
e, então, em P(2, 1, v6) 
F (2, 1, V6) =3, EQ, 1 v6)=6, F(2,1,v6)=2v6 
Aplicamos agora o Corolário (16.34), obtendo a equação 


3(x — 2) + 6(y — 1) + 2V6(2 - V6) = 0 


Figura 16.60 


Teorema (16.35) 
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ou, equivalentemente, | 
3x-+ 6y + 2V6z = 24 


O elipsóide tem interceptos x, y, Z, + 4, +2 e =v12, 
respectivamente, e está ilustrado na Figura 16.60. O vetor nor- 
mal ao plano tangente no ponto P (2, 1, V6) é 


VF] = VF(2, 1, V6) = 3i + 6j + 2V6k 


“conforme figura. $ 


Se z = f (x, y) é a equação de S, e fazendo F(x, y, 2) = 
f(x,y) — z, então a equação do Corolário (16.34) toma a forma 


Lo Y JA — Xp) + $0, YO =y) + E DE) =0 


Isto nos dá o seguinte teorema. 


A reta perpendicular ao plano tangente em um ponto 
P Eo Yo Zo) de uma superfície S é reta normal a Sem P}. Se S 


é o gráfico de F(x, y, z) = 0, então a normal é paralela ao vetor 
VE Yo Zo): 


EXEMPLO 2 

Ache a equação da normal ao elipsóide qe + 3y? + 2º = 12 
no ponto P (2, 1, v6). 

SOLUÇÃO 


Esta superfície é a mesma do Exemplo 1. Conseqúentemente, o 
vetor 


VF(2, 1, V6) = 3i + 6j + 2V6k 


exibido na Figura 16.60 é paralelo à reta normal. Aplicando o 
Teorema (14.34), obtemos as seguintes equações paramétricas 
da reta normal: 


x=2+3% y=1+6 z =v6 + 2Vő6t tem R 
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EXEMPLO 3 


Seja P, o ponto (3, — 4, 2) do hiperbolóide 161? — 9y? + 362? = 
144, Determine as equações do plano tangente e da normal ao 
hiperbolóide em Po: 


SOLUÇÃO 


O hiperbolóide da Figura 16.61 é o mesmo da Figura 14.69. 
Fazendo 


Fay Z) = 16x2 — 9y? + 362 — 144 
obtemos 
vF(, y, z) = 32xi — 18yj + 722k 
Logo, o vetor normal ao hiperbolóide em P8, —4,2)é 


VE], = 96i + 72) + 144k 


Qualquer múltiplo escalar de VF], é também um vetor normal. 


Em particular, como 


VFlp = 24(4i + 3j + 6k) 


ECO 


podemos tomar a = 4i + 3j + 6k. Assim, a equação do plano 
tangente em P¿(3, — 4, 2) é 


4x—3) + Xy +4) + 6(2-2)=0 


ou, equivalentemente, 


16-09 +362 =144 L 


Figura 16.61 


e E 


—. 
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B(%, + Ax, Yo + Ay, 2) : 4x + 3y + 6z = 12 s 


Este plano tem interceptos x, y e z, 3, 4 e 2, respectivamente (ver 
Figura 16.61). Note que, ao contrário do caso do Exemplo 1, o plano: 
tangente em P,, aqui, intercepta a superfície em muitos pontos. 


Tomando a como vetor normal, chegamos às seguintes 
equações paramétricas da reta normal / da figura: 


> x=3+4t, y 24436 2=2+ 6% tem R 
A a L 


Ko Yo 0) ; ; 

A(x, + Ax, y, + Ay, 0) “Seja S o gráfico da equação z = f (x, y). O plano tangente 
a S em Px, Yo 29) permite obter uma interpretação geométrica 
para a diferencial 


dz = f o vo). Ax + o Yo) Ay 
definida em n (16. 15). Como 
Az = f (xg + Ax, Yo + AY) =f (o Yo) 
o ponto P(x, + Ax, y, + Ay, z, + Az) está em S (ver Figura 16.62). 


x 
Figura 16.62 


Seja C(x, + Ax, y, + Ay, z) um ponto no plano tangente, e 
consideremos os pontos A(x, + Ax, y, + Ay, 0) e B(x, + Ax, y, + 
“Ay, zj) na Figura 16.62. Como C está no plano tangente, suas 
condenadas verificam a equação do Teorema (16.35), isto é, 


asf. (y vol; + Ax — xp) + 1% YO, + AY Y) 
fio Yo) Ax + f(x Yo) Ay = dz 


Em termos de distâncias, mostramos que [dz] = ||BCI), isto 

é, |dz| é a distância de B ao ponto do plano tangente diretamente 

acima (ou abaixo) de B. Este é o análogo do caso de uma variável 

~ y=f(x), abordado na Seção 3.5, em que interpretamos dy como 

VE a distância a um ponto em uma reta tangente ao gráfico de f (ver 

í Figura 3.27). Segue-se que, quando tomamos dz como uma apro- 

ximação da variação de z, admitimos que a superfície S quase 
++ Coincida com seu plano tangente em pontos próximos de P,. 


F(x, y, Z) = w 


-. Como aplicação do conteúdo desta seção, suponhamos um 
l sólido, um líquido ou um gás situado em um sistema coordenado 
- tridimensional, de tal modo que a temperatura no ponto 
P(x, y, z) seja w = F(x, y, z). Se Px YZ zo) é um ponto fixo, 
então o gráfico da eguagao 


F&,y,z)=w, 


, x “Fry 2) = Fy Yy 20) 
Figura 16.63. Superfícies isotérmicas. : 


é a superfície de nível (isotérmica) que passa por P; Em todo 
ponto desta superfície, a temperatura é w) = Fls Yo zo). É 
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interessante visualizar todas as superfícies de nível que possa- 
mos obter escolhendo pontos diferentes. Na Figura 16.63 estão 
esboçadas várias superfícies por P,, P, e P, correspondentes às 
temperaturas wj, w, e w,. Pelo Teorema (16.33), VF |p; VF ]p 


e VF ], são vetores normais a suas superfícies correspondentes 


nos pontos P,, P, e P,, respectivamente. 


Na Seção 16.6, vimos que a taxa máxima de variação de 
F(x, y, z) em Px, Yp Zo) Ocorre na direção de VF],. Pelas 


observações precedentes, esta taxa máxima de variação ocorre 
em uma direção que é normal à superfície de nível de F que 
contém P,. | 


O teorema a seguir resume estas observações. 


Teorema (16.36) Sa 


-A Figura 16.63 ilustra o teorema precedente; alí, a taxa 
máxima de variacáo da temperatura ocorre em diregóes normais 
às superfícies isotérmicas. Outra ilustração reside na teoria da 
eletricidade, em que F(x, y, z) é o potencial em (x, y, z). Se uma 
partícula se move em uma das superfícies de nível (eqitipoten- 
ciais), o potencial permanece constante. O potencial varia mais 
rapidamente quando uma partícula se move em uma direção 
normal a uma superfície equipotencial. 


EXEMPLO 4 


“SeF (x y, 2)=22 + y? + z, esboce a superfície de nível de F que 
passa por P(1, 2, 4); esboce VE, 2, 4). 


SOLUÇÃO 


k VF(1,2,4) Às dire cs de nível são gráficos de equações da forma F (x, 
ee y, Z) = k, em que k é uma constante. Como F(1, 2, 4) = 1 +2? + 
P24) 4=9a superfície de nível que passa por P(1, 2, 4) é o gráfico 

e da equação F(x, y, z) = 9 — isto é, de 


X+y+2=9 ou z=9-e-y 


a =9- 2 y Y A Figura 16.64 ilustra esta superfície de ia- — um parabolóide 
x i ~ — de revolução. j 


Fi 16. : 
A am O gradiente de Fé VF DE 2+ 2 G4k 


AY 


Vfl, 


Teorema (16.37) 


Vfl, 


Sey) =k 


fœ y) = k, 
f(x,y) = k, 


Figura 16.65 
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Em P (1, 2, 4), 
VF (1,2, 4) = XD)i + 2(2)j + k=2i + 4j + k 


A Figura 16.64 ilustra o vetor VF(1, 2, 4). Pelo Teorema (16.36), ` 
VF (1, 2, 4) é ortogonal à superfície de nível S em P. 


O resultado seguinte, para funcóes de duas Mata 
análogo ao Teorema (16.36). de 


ma. função « de duas variáveis dife 
y a curva de nível de f que con 
0, então este vetor gradiente é é ortogonal ¿ aCem 
a direção da taxa máxima de o de T , y) 
l ortogonal a a G. 


A Figura 16.65 ilustra graficamente o Teorema (16.37) 
parauma função arbitrária fde duas variáveis. As curvas de nível 
por Elim Yo)» PM y) € Eta y,) sáo os gráficos de 
Fx, y) = ky f(x, y) = k e f(x, y) = k, respectivamente em que 
Ko =f (Xp Yo), k, =F Œp y) e k,=f (x,, y,). Pelo Teorema 
(16.37), os vetores Vip» vf] pe vf] r, são ortogonais às curvas 


de nível, conforme indicado na figura. Se cada curva de nível C 
é uma isobárica em um mapa meteorológico, então a pressão 
barométrica permanece inalterada quando um ponto percorre C. 
O vetor Vf], em um ponto P de uma isobárica aponta a direção 


em que a pressão barométrica varia mais rapidamente. 


Como ilustração específica do Teorema (16.37), se 
f(x,y)=9-x?-y?, então as curvas de nível são dadas por 
9-x?-y? = k, em que k é um número real (ver Exemplo 3 da 
Secção 16.1). A Figura 16.66 ilustra algumas dessas curvas de 
nível (círculos). Pelo Teorema 16.37, a taxa máxima (ou míni- 
ma) de variação de f (x, y) ocorre se (x, y) se move em direção 
ortogonal a esses círculos e, consegiientemente, ao longo de 
retas pela origem. Isto corresponde ao movimento do ponto (x, 
y, f(x, y)) para cima ou para baixo ao longo da maior aclividade 
do gráfico de filustrada na Figura 16.64. 


syo 
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xY 


“Figura 16.66 Curvas de nível: 9 - x? - y? = k. 


EXEMPLO 5 

Seja f(x, y) =x? + 2y?. 

+ | (a) Trace a curva de nível C de f que passa pelo ponto P(3, 1) 
e esboce Vf(3, 1). 

(b) Discuta o significado da parte (a) em termos do gráfico de Í. 
SOLUÇÃO 

(a) Como f (3, 1) = 3? + 2(1? = 9 + 2 = 11, a curva de nível de 


f que passa pelo ponto P (3, 1) é dada por f (x, y) = 11 — isto é, 
por.. 


Figura 16.67 2+2 =11 


O gráfico é a elipse ilustrada na Figura 16.67. O gradiente de fé 


Vf (x, y) = 2xi + 4yj 
e entáo Vf, 1) = 28) + 4(M)j = 6 + 4j 


A Figura 16.67 exibe o vetor Vf (3, 1). Pelo Teorema (16.37), 
este vetor é ortogonal á curva de nível C. 


(b) O gráfico de f (isto é, de z = x? + 2y?) é um parabolóide 
elíptico (ver Figura 16.68). A curva de nível x? + 2y?= 11 no 
plano-xy corresponde ao trago do parabolóide no plano z = 11. 
A taxa máxima de variação de f (x, y) ocorre quando o ponto 
(x, y) no plano-xy se move na direção de Vf (3, 1) em PG, 1). 
Isto corresponde ao movimento do ponto (x, y, f(x, y)) para cima 
ao longo da parte de maior aclive do parabolóide em Q(3, 1, 11). 


e eee eee O 


Figura 16.68 
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Os planos tangentes podem ser utilizados para obter apro- 
ximações sucessivas da solução de um sistema de duas equações 
náo-lineares, f (x, y) = 0, g (x, y) = 0, a partir de uma primeira 
aproximação (x,, y,), procedendo-se como a seguir: 


Passo 1 Aplicar o Teorema (16.35) para achar equações 
dos planos tangentes aos gráficos de f e g nos pontos 


(x, Ypf (x, yı) e (x, Yo E (x, y). 


Passo 2 Achar o traco no plano-xy de cada plano tangente 
do passo 1. 


Passo 3 Achar o ponto de intersecção (x,, y,) dos traços 
obtidos no passo 2. 


Passo 4 Tomar (x,, y,) como segunda aproximação e 
repetir os passos 1-3. 


Este processo constitui uma descrição geométrica do mé- 
todo de Newton, estudado no fim da Seção 16.4. 


EXERCÍCIOS 16.7 
Exercs. 1-10: Determine equações do plano tangente Exeres. 15-20: Trace a superfície de nível $ de F que 
e da normal ao gráfico da equação no ponto P. contém P e esboce VF ],. 
1 4y +32=10; PQ,- 3, 1) 15 Fœ, y, )=L +y +z; P(1,5,2) 
2 9-4y-252 = 40; P(4,1,-2) 16 Fx, y, D=2-02-y*: PQ,-2,1) 
3 2=40+9; P(-2,-1, 25) 17 F(x, y 2) = x + 2y + 3z; P(3,4,1) 
4 z=4 -y PG,-8, 36) 18 Fx y, D=2+y-2; PB, —1, 1) 
5 1xy+2y2-x2+10=0; PES, 5, 1) 19 FÒ; y, DERA; P(2, 0, 3) 
6 P-Zy+2+77+6=0;  P(1,3,-3) 20 Fy, J) =z P(2, 3,4) 
7 z=2e *c0s y; P(0, 1/3, 1) Exercs. 21-24: Prove que a equação do plano tangen- 
sii 12,0) te à superfície quádrica dada, no ponto P(X% Y y» Zp), 
E pode ser escrita sob a forma indicada. 
9 x=In 2. P(0, 2, 1) lo y z XX) YY. 2% 
2z Atli + + =1 
a P e A 2 e 
10 xyz — 4x2 +y = 10; P(-1,2,1) 
x? 2 2 XX yy ZZ 
Exercs. 11-14: Trace a curva de nível C de F que 2 - = + = 1; Ra F | 
> e BP c € č b c 
contém P e esboce VF ]p 
2 2 2 XX) YY ZZ 
Do _ y_ RR AO o O y 
1 (y) =y-x1; PQ, 1) E 
12 f(x, y) = 3x — 2y; P(-2,1 ; 
f(x, y) y (2,1) sa aÃ see 
13 fœ, y) = E —) P(-3,5) È + p = cz; E aa = clz + Zo) 


14 f(x y) =xp; PG, 2) 
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25 Ache os pontos do hiperbolóide de duas folhas - | P são ortogonais. Mostre que os gráficos de F(x, 
cony = 2y2-47? = 16 em que o plano tangente é para- y, z) = 0 e G(x, y, z) = 0 (em que Fe G têm 
elo ao plano 4x =2y + 4z = 5. l derivadas parciais) são ortogonais em P se e so- 
ni oy l s: mente se F G +F G +FG =0. 
26 Mostre que a soma dos quadrados dos interceptos P o NS 
x, y,z de todo plano tangente ao gráfico da equação 30 Ref. Exercício 29. Mostre que a esfera de equação 
LP +y8 478 = a” é a constante a?. xX +y +Z =a eo conex +y -z = O são 


ortogonais em todo ponto de intersecção. 
27 Mostre que toda normal a uma esfera passa pelo 


seu centro. Exercs. 31-32: Para o sistema de equações dado e a 


rimeira solução aproximada (x,, y,), use os passos 
28 Ache os pontos do parabolóide z = 4x? + 9y? nos 4 a eSt p 


quais a normal é paralela à reta por P(C 2, 4, 3) e 1-3 do fim desta seção para achar uma segunda apro- 


ximação (x,, y,). 


0(5,-1, 2). - 
29 Diz-se que duas superfícies são ortogonais em um 314 -y"=0, x+y’ -3=0; (1,3; 1,1) 
ponto de intersecção P(x, y, z) se suas normais em 32 senx-cosy=0 2-2-1,3=0; (1,2; 0,3) 


16.8 EXTREMOS DE FUNÇÕES DE DIVERSAS VARIÁVEIS 


No Capítulo 4 estudamos extremos locais e absolutos para 
funções de uma variável. Nesta seção estenderemos tais concei- 
tos às funções de diversas variáveis. 


Uma função f de duas variáveis tem máximo local em 
(a, b) se existe um disco aberto R contendo (a, b) tal que 
f(x,y) <f (a, b) para todo (x, y) em R. Os máximos locais 
correspondem aos pontos altos do gráfico S de f, conforme se 
vê na Figura 16.69. Da mesma forma, a função f tem mínimo 
local em (c, d) se existe um disco aberto R contendo (c, d) tal 
que f(x,y) = f (c, d) para todo (x, y) em R. Os mínimos locais 
correspondem aos pontos baixos do gráfico de f, conforme 
Figura 16.70. 


Uma região no plano-xy é limitada se é uma sub-região 
de um disco fechado. Se fé contínua em uma região R fechada 
e limitada, então f tem máximo f (a, b) e mínimo f (c, d) para 
algum (a, b) e algum (c, d) em R, isto é 


f(c, d) <f œ, y) = f (a, b) 


para todo (x, y) em R. A demonstração pode ser encontrada em 
textos de cálculo avançado. 
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AZ Az 


x Cs y, 0) 
Figura 16.69 Máximo local f (a, b). Figura 16.70 Mínimo local f (c, d). . 


Os máximos e mínimos locais são os extremos locais de 
f. Os extremos também incluem o máximo e o mínimo (se 
existirem). Se f tem derivadas parciais primeiras contínuas em 
(Xo Yo) € se f Xo Yo) é um extremo local de f, então o plano 
tangente ao gráfico de z a f (x, y) em (Xy Yo Zo) É paralelo ao 
plano-xy e, assim, sua equação é z = z,. Segue-se do Teorema 
(16.35) que fo, Yo) = 0 e So Yo) = 0. Portanto, os pares que 
originam extremos locais devem ser soluções de ambas as 
equações 


Fe, y) =0 e fœ y) =0 


Tal como no caso de funcóes de uma variável, podem ocorrer 
extremos locais em (x, y) mesmo que f(x, y) ou f (x, y) não exista. 
Todos esses pares sáo de grande importáncia para achar os 
extremos, e por isso recebem nome especial. 


Definição (16.38) 


Na pesquisa de extremos locais de uma funcáo, em geral 
começamos por determinar os pontos críticos. Testamos então 
cada par para ver se se trata de máximo ou mínimo local. 


“Um máximo ou um mínimo de uma função de duas variá- 
veis podem ocorrer em um ponto-fronteira de seu domínio R. A 
pesquisa de tais extremos na fronteira em geral exige um 
processo separado, da mesma forma que no caso de extremos 


R 


x 
Figura 16.71 
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z 
z=1+1?+y 


nos pontos inicial e final para funcóes de uma variável. Se náo 
há pontos-fronteira — por exemplo, quando R é todo o plano-xy 
ou um disco aberto — então pode não haver extremos na fronteira. 


EXEMPLO 1 
Seja fx, y) = 1 +x? +), com x? + y? < 4. Ache os extremos de f. 
SOLUÇÃO 


A restrição x? + y? = 4 corresponde ao disco fechado R de raio 2 
e centro O no plano-xy (ver Figura 16.71). Pela Definição 
(16.38)(i), os pontos críticos são soluções do seguinte sistema 
de duas equações: i 


e T f2=0 
fæ y) =0 2y =0 
O único par que satisfaz ambas as equações é (0, 0); logo, 
f (0, 0) = 1 é o único extremo local possível. Além disso, como 
fg y)=1+12+y> 1 se (x, y) = (0, 0) 


ftem o mínimo local 1 em (0, 0). Isto é evidente também pelo 
gráfico de f, esbocado na Figura 16.71. O valor funcional 
F(0, 0) = 1 é também o mínimo de fem R. 


Para achar possíveis extremos na fronteira, investigamos 
pontos (a, b) que estejam na fronteira de R. Com base na figura, 
vé-se que qualquer um desses pontos (por exemplo, (0, 2)) 
conduz ao máximo f (0, 2) = 5. 


Conforme ilustrado pelo próximo exemplo, nem todo pon- 
to crítico pode conduzir a um extremo. 


EXEMPLO 2 
Se f(x, y) = y?-x? e o domínio de f é R?, ache os extremos de f. 
SOLUÇÃO 


Pela Definição (16.38)(i), os pontos críticos são soluções do 
seguinte sistema de duas equações: 


fx y) =0 2y = 0 


Tal como no Exemplo 1, o único extremo local possível é f (0, 
0) = 0. Todavia, se y = 0, então f (0, y) = y? > 0, e se x = 0, então 
f(x, 0) == x? <0. Assim, qualquer disco aberto no plano-xy que 
contenha (0, 0) contém pares nos quais os valores funcionais são 


lo y)=0 E 
ou 
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maiores do que f (0, 0) e também pares em que os valores são 
menores do que f (0, 0). Consequentemente, f' não tem extremos 
locais. Este fato é evidente pro gráfico de + um parabolóide 
hiperbálico (Figura 16.72). 


Para determinar os extremos de uma função mais compli- 
cada f de duas variáveis, é conveniente utilizar a seguinte função 
D chamada discriminante de f. 


Definição (16.39) 


Uma forma de lembrar a expressão do discriminante con- 
siste em considerar o seguinte determinante, com todas as j 
funções calculadas em (x, y): RA pa pn 


>» ¿od 
Fox Ío 5 ai ai a 
o IA faf, =) 4 LA 


lei 
Note que mitos SaF foy 


D = 


gu E 


O teste que segue é enunciado sem demonstração. E o 
correspondente ao teste da derivada segunda para funções de 
uma variável. 


Teste para extremos locais 
(16.40) 


Note que, se D(a, b) > 0, então f (a, bJf, (a, b) > [f,,(a, bp 
e, então, f (a, by (a, b) é positivo, isto é, f (a, byef, (a, b) têm 
o mesmo sinal. Podemos, assim, substituir f, (a, b) em (i) e (ii) 
do teste precedente por f, (a, b). 


Um ponto Pía, b, f (a, b)) do gráfico de f é ponto de sela 

se f (a, b) = Í (a, b) = 0 e se existe um disco aberto R contendo 
(a, b) tal que T (x, y) > f (a, b) para alguns pontos (x, y) de R e 

Figura 16.72 f(x,y) < f (a, b) para outros pontos. Note que o gráfico do 
parabolóide hiperbólico da Figura 16.72 tem um ponto de sela 
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| Teorema (1 6.41 ) 


em (0, 0, 0). Em textos de cálculo avançado demonstra-se o 
seguinte teorema: . 


Não podemos usar (16.40) para determinar se f (a, b) é 
extremo local, se D(a, b) = 0, ou se f (a, b) ou f(a, b) não existe. 
Em tais casos, devemos analisar a variação de f (x, y) na 
vizinhança de (a, b) apelando para a definição de f (x, y) ou para 
o gráfico de f. A título de ilustração, x fæ y=- y”), 


-1/3 


entáo a derivada parcial Í, (x, y) = —É Sy não existe se y = 0. 


Logo, todo ponto (a, 0) no eixo-x é um ponto crítico de f. Pelo 


- gráfico de f na Figura (16. 71)(i), é evidente que f (0, 0) = 0 é 


tanto um máximo local como um máximo de fem R?. Este fato 
pode ser mostrado algebricamente observando-se que se (x, y) 
=(0,0), então f(x, y) < 0. Como muitas dessas exceções a (16.40) | 
exigem análise complicada, não consideraremos exemplos nem 
exercícios deste tipo. 


EXEMPLO 3 


Se f (%, y) =x — 4xy + y + a ache os extremos locais e os 
pontos de sela de f. 


SOLUÇÃO 


- As derivadas parciais primeiras de f são 


fœ y)=2x-4y e fæ y)=-4x+3y+4 


Como f, e f, existem para todo (x, y), os únicos pontos críticos 
são as soluções do seguinte sistema de duas equações com duas 
incógnitas: 


2x — 4y = 0 
-4x + 3y +4=0 


Resolvendo, vemos que f tem os dois pontos críticos (4, 2)e 
: , 5). As derivadas parciais segundas de f são 


Fs y) = 2, Lã, y) REA 4, $, y) = 6y 
Logo, o discriminante D é dado por 
D(x y) = (2X6) - 4) = 12y-16 


O restante da solução consta da tábua a seguir. 
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mE — 


Figura 16.73 


> 


(4, 2) D(4,2)=8>0 fa (4,2) =2>0 f (4, 2) = 0 é mínimo local por 
(16.40)(ii) 
42 42 A 
[5 5) D E a) =-8<0 |. [5 E sl 5) é ponto de sela por 
irrelevante 
(16.41) 
EXEMPLO 4 


Se f (x, y) =x? — 4xy + y” + 4y, ache os extremos de. f na região 
triangular R de vértices (- 1,- 1), (7, - 1) e (7, 7). 


SOLUCÁO 


A fronteira de R consiste nos segmentos de reta C}, C, e C, 
conforme Figura 16.73. No Exemplo 3 vimos que f tem mínimo 
local O no ponto (4, 2), que é interior a R. Resta, assim, pesqui- 


sarmos os extremos na fronteira. 


Em C, temos y =— 1, de modo que os valores de f são 
dados por 


f(,-1)=x2+4x-1-4=x+4x-5 


Isto define uma função de uma variável, cujo domínio é o 
intervalo [— 1, 7]. A derivada primeira é 2x + 4, que é igual a O 
emx=-2, um número que está fora do intervalo [— 1, 7]. Assim, 
não há extremo local de f (x, - 1) em [- 1, 7]. Como f(x, — 1) é 
crescente em todo este intervalo, obtemos os extremos nos 
pontos terminais 


+ fEL1=-8 ec f(T,-1)=72 
Em C,, temos x = 7 e os valores de f são dados por 
F(, y) =49 — 28y + y? + 4y = y" — 24y +49 


para—1<y<7. A derivada primeira desta função de y é 3y?— 
24, havendo, assim, um número crítico se 3y? = 24, ou 
y = V8 = 2V2. Tomando a derivada segunda 6y de f (7, y), 
vemos que f (7, 2 VZ) = 49 - 32 VŽ = 3,7 é mínimo local de fno 
segmento C,. Todavia, não é mínimo de fem R, pois f(- 1, — 1) 
=-8<3,7. Os valores de f nas extremidades de C, são ` 


fO-D=72 e f0,7)=22 


Finalmente, em C, temos y =x, e os valores de fsáo dados por 
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fx) =-4 ++ 4di= 00-312 + 4x 


A derivada primeira 3xº— 6x + 4 não tem raízes reais, não havendo, 
assim, números críticos para f (x, x). Já calculamos os valores nas 
extremidades f( 1, -1) = — 8 e f (7, 7) = 224. Estes são, pois, os 
valores mínimo e máximo de fna região triangular R. 


e to name sas Ena 
EXEMPLO 5 
Se f(x,y) = ix? + $y% -x2- 3x — 4y — 3, ache os extremos lo- 
cais e os pontos de sela de f. 
SOLUÇÃO | 
As derivadas parciais primeiras-de f são 

fæ y)=2-2x—3 e  fy)=4y-4 


Como f, e J, existem para todo (x, y), os únicos pontos críticos 
são as soluções do sistema, 


x*-2-3=0 
42 - 4 =0 


Resolvendo, obtemos os quatro pontos críticos (3, 1), (3, — 1), 
E1, 1) e E1,- 1). As derivadas parciais segundas de f são 


f y) =2x-— 2, fy y) =0, fæ y) = 8y 
Logo, o discriminante D é dado por 
D(x y) = (2x — 2X(8y) - 0° = 16y(x —1) 


Vamos dispor nosso trabalho na tabela seguinte: 


(3, 1) D(3,1)=32>0 fp 06,1) =4>0 f8, 1) = — a é mínimo local por 
(16.40)(ii) 

(3,-1) D(3,-1)=-32<0 | irrelevante (3, — 1, F(3, — 1)) é ponto de sela 
por (16.41) 

(-1,1) D(-1,1)=-32<0 | irrelevante (-1,1,f(- 1 1)) é ponto de sela 
por (16.41) ` 

(-1,-1) f. —1,-1)=-4<0 | f-1,-1) = $ é máximo local 


D(-1,-1)=32>0 


por (16.40)(i) 


ii ee er re rem e 


Figura 16.74 
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EXEMPLO 6 


Deve-se construir um depósito retangular sem tampa com volu- 
me V = 12 m°. O custo por metro quadrado do material a ser 
usado é de $ 400,00 para o fundo, $ 300,00 para dois dos lados 
opostos, e $ 200,00 para os lados opostos restantes. Determine 
as dimensões do depósito que minimizem o custo. 


SOLUÇÃO 


Conforme Figura 16.74, sejam x e y as dimensões (em metros) 
da base e za altura (em metros). Como a área da base é xy e há 
dois lados de área xz e dois lados de área yz, o custo C (em 
cruzeiros) do material é 


C = 400 xy + 300(2xz) + 200(2yz) 


em que x, y e z são positivos. Como V = xyz = 12, segue-se que 
z = 12/(xy). Substituindo z na fórmula de C e simplificando, 
obtemos 


7.200 É 4.800 


C = 400 xy + 5 


Não há pontos fronteira, pois x > 0 e y > 0 para todo (x, y). Logo, 
náo há extremos na fronteira. Para achar possíveis extremos 
locais, resolvemos o seguinte sistema de duas equacóes: 


C, = 400) - ASP =0, C, = 400x - E =0 


São equações equivalentes: 
12 5 
= = 18 
à A O 
Substituindo y = 12/x? na segunda equação, obtemos 


(e) = 18. ou 144 = 18% 


Logo, x* = 8 ou x = 2. Como y = 12/x2, o valor correspondente 
de y é 2 ou 3. Pelo Teorema (16.40), pode-se mostrar que estes 


valores de x e y determinam um mínímo de C. Finalmente, com 
z = 12/(xy), obtemos z = 12/(3 x 2) = 2. Assim, o custo mínimo 
ocorre se as dimensões da base são 3 m por 2 m e a altura é de 
2 m. Os lados maiores devem ser construídos com o material de 
$ 200,00 e os lados menores com o material de $ 300,00 o métro 
quadrado. i 


458 Cálculo com Geometria Analítica Cap. 16 l , 
EXEMPLO7 


No planejamento de computadores modernos, é necessário con- 
siderar a velocidade da luz (aproximadamente 300.000 km/seg) 
ao posicionar componentes elétricos, de modo que eles possam 
comunicar-se o mais rapidamente possível. Suponha que três 
componentes estejam localizados em um plano coordenado em 
Px, y) Px, yo) € Px. Y3) e que cada ângulo do triângulo 
P P,P, seja inferior a 120º. Um quarto componente, que se 
comunicará igualmente com os outros três, deve ser colocado 
em um ponto P(x, y) que minimize a demora total entre a 
transmissão e a recepção de sinais (ver Figura 16.75). Se P é 
colocado adequadamente, ache os ângulos entre os seguintes 
pares de vetores: 


PP PP, PP, PB PP, PP 
SOLUÇÃO 


Sejam d, d, € d, as distâncias entre P e PePe PePe Pa, 
respectivamente. Assim, 


d, = VANA y, k=1,2,3 


AY 


Px, y3) 


Pax, y) 


Px, y) 


=Y 


Figura 16.75 


O tempo mínimo entre a transmissão e a recepção de sinais 
corresponde ao valor de (x, y) que dê o mínimo de 


fœ, y) =d, +d, + d, 
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Para achar os pontos críticos de f, consideremos o seguinte 
sistema de equações: 


à a E e 


d. d. 


2 3 
y = Y; y = Y, y — Yy, 
fx, y) Es d, + d, + d, 


X— X 
f(x, y) = 4 


1 


= 0 


1 


=0 


Transpondo, em cada equacáo, o último termo para O lado 
direito, elevando cada membro ao quadrado e semando, obtemos 


2 2 
pá Da a YY, 22 
d d, a E 


(x =x) + (y -y,Y 
= dê = 


1 


Você verificará que esta expressão se simplifica para 


(+) (x 7 x Mx se x,) + (y = y yO ii y,) E 1 

dd, E 
Seja 8 o ángulo entre os vetores 

PP = (2 - x)i+ 0 - y) 
e = PP = œ -xi + 0 -y 
Aplicando o Corolário (14.20) e levando em conta (*), temos 

o DÈ PÈ a 
cos O = ¡== a == 
PAPA 2 


Logo, 8 = arccos (-5) = 120º. Por simetria, os ángulos P,P e 
PP e entre P,P e PP devem também ser iguais a 120º, conforme 
ilustrado na Figura 16.76. 
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AY 


Ps ys) 


PAX) y2) 


PX, y) 


xY 


Figura 16.76 


O que se discutiu nesta seção pode ser generalizado para 
funções de mais de duas variáveis. Por exemplo, dada f (x, y, 2), 
definimos os máximos e mínimos locais de maneira análoga à 
do caso de duas variáveis. Se f tem derivadas parciais primeiras, 
então só pode haver extremo local em um ponto em que f, , fe 


f, sejam simultaneamente 0. É difícil estabelecer testes para 


determinar se tal ponto corresponde a um máximo, ou mínimo 
ou nenhum deles. Todavia, nas aplicações, esta determinação é 
feita analisando-se a natureza física do problema. 


EXERCÍCIOS 16.8 
Exercs. 1-20: Ache os extremos e os pontos dé sela 10 f(x, y) = -2x? — 2xy - E y? = 14y — 5y 
de f. 
RC RT TR 1 ft y) =30 ¿y + a? 6x + 32y +4 


f(x, y) =x -2x + y” - 6y + 12 12 f(x, y) = Ex? + iy’ - a? - 4y 
f(x,y) =x + 4y?—x + 2y 
f(xy) =5+4x-2x + 3y -y 


2 

2 13 f(x, y) = 3a = 2x? + 4xy + y? 
4 

5 fæ, y) =x + 2xy + 3y? 

6 

7 

8 


14 f(x, y) = jx? + 4xy — 9x — y? 


fŒ, y) =x- 3xy — y? + 2y — 6x 15 f(x, y) =xf + y? + 32x — 9y 


fe p)=0+3y-y 16 f(x, y) = -ix + xy + 1y - 12y 


fœ y) =y 17 f(x, y) = e sen y 


9 f y) = 3 + 2xy = ¿y? + x — 8y 18 f(x, y) =x sen y 


22 
dy + xy” + 8x 
Dfe yp H 


20 f(x, y) = ET 


21 A figura exibe o gráfico de 
fE, y) = (a PE 


Mostre que há cinco pontos críticos e ache os 
extremos de f. 


Xx 


22 A figura exibe o gráfico de 


Flo y) = ape Er 


(a) Mostre que há um número infinito de pontos 
críticos. 


(b) Ache as coordenadas dos quatro pontos críti- 
cos exibidos na figura. 


Az 
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Exeres. 23-28: Ache o máximo e o mínimo de fem 
R. (Recorra aos Exercícios 3-8 para extremos locais.) 


23 f(x, y) =x" + 4y-x + 2y; 
a região R delimitada pela elipse 1? + 4y? = 1. 
24 f(x, y) =5 + 4x-2x? + 3y -y?; 


a região triangular R delimitada pelas retas y =X, 
y=-xey=2. 


25 f(x,y) =x? + 2y + 3y?; 
R= {x y)-2sxs4,-1sys3} 
26 f y) =P 39 Y + 2y- 66 
R={œ y):bd <3, bls2 
27 fe y) =x + 3y y; 


a região triangular R com vértices (1,2), (1, -2) e 
E1,-2). 


28 f(x, y) = +27; 
a região R delimitada pelos gráficos de y =x? e y =9. 


29 Ache a menor distância do ponto P(2, 1, — 1) ao 
plano 4x —-3y +2 = 5. 


30 Ache a menor distância entre os planos paralelos 
2x+3y-z=262x+3y-z=4, 


31 Ache os pontos do gráfico de xy2 = 16 mais 
próximos da origem. 


32 Ache três números reais positivos cuja soma seja 
1.000 e cujo produto seja máximo. 


33 Se uma caixa retangular aberta deve ter um volu- 
me fixo V, que dimensões relativas minimizarão a 
área da superfície? 


34 Se uma caixa tetangular aberta deve ter uma área 
de superfície fixa A, que dimensões relativas ma- 
ximizaráo o volume? 


35 Ache as dimensóes da caixa retangular de volume 
máximo, com faces paralelas aos planos coorde- 
nados, que possa sér inscrita no elipsóide 


1617 + 4y? + 92° = 144 
36 Generalize o Exercício 35 para um elipsóide atbi- 
trário : 


EEN a 
p? 2 


Sa 
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37 Ache.as dimensões da caixa retangular de volume 
«máximo: que tenha três:de-suas faces nos planos 
coordenados, um vértice na origem, e outro vértice 

no primeiro octante sobre o plano 4x + 3y +z = 12. 


38 Generalize o Exercício 37 para um plano arbitrário 


Z 
c 


Bae ai 
Pe = 1 


em que a, b e c são números reais positivos. 


39 Uma companhia planeja fabricar caixas retangu- 
lares de 8 mî de volume. Determine as dimensões 
que minimizem o custo, se o material para a tampa 
e o fundo custa o dobro do material para os lados. 


40 Uma janela tem a forma de um retángulo com um 
triángulo isósceles sobreposto, conforme a figura. 
Se o perímetro da janela é de 4 m, que valores de 
x, y e O maximizaráo a área total? 


LPS 
E 


41 O serviço postal de um país não aceita caixas 
retangulares cujo comprimento e perímetro da 
seção transversa perpendicular ao comprimento 
somem mais de 108 centímetros. Ache as dimen- 
sões da caixa de volume máximo que pode ser 
despachada pelo correio. l 


42 Ache um vetor em três dimensões, de módulo 8, 
cujos componentes tenham soma máxima. 


Exercs. 43-44: Ref. Exemplo 7. 


43 Três componentes elétricos de um computador 
estão localizados em P,(0, 0), P (4, 0) e PO, 4). 
Determine a posição de um quarto componente de 
modo que a demora do sinal seja mínima. 


44 Mostre que se o triángulo PRP, contém um 
ângulo não inferior a 120º, então P não pode ser 
posicionado como na Figura 16.76. 


45 Em experimentos científicos, costumam-se tabu- 
lar como segue valores de duas quantidades x e y. 


X, Xa 
Y, Yn 
AY 
(XY) y=mx+b 


Ca, y) 


(e, y2) 


Grafados os pontos (x,, y,), o pesquisador pode ser 
levado a conjecturar que x e y estejam relaciona- 
dos linearmente, isto é, que y = mx + b para me b 
arbitrários. Convém então achar uma reta 1 que 
melhor se ajuste ao grupo de dados, conforme se 
vé na figura. Os estatísticos chamain / uma reta de 
regressão linear. 


Uma das técnicas para determinar / é o método dos 

mínimos quadrados. Para aplicar este método, 

considere, para cada k, o desvio vertical EE XT 

(mx, + b) do ponto (x,, y,) à reta y = mx + b (ver 

figura). Determinam-se então os valores de m e b 
n 


que minimizem a soma dos quadrados D de 

K=1 
(tomam-se os quadrados d? porque alguns dos d, 
podem ser negativos). Substituindo os d obtém-se 
a seguinte função f de m e b: 


fm, b) = 5 O, - mx, = by 
pa 


Mostre que a reta y = mx + b de melhor ajuste é 
dada por 


n E nº 
x, jm + nb = 5 Ye 
k=1 <k=1 
n n n 
; a E ts 
e e m + pe be Y xy 
k=1 k=1 k=1 


Pode-se, assim, achar a reta resolvendo este siste- 
ma de duas équacóes com duas incógnitas e b. 


46 Dadas as equações do Exercício 45, mostre que a 
n 
soma >. d, dos desvios é 0. (Isto significa 
så 


que os desvios positivos e negativos se anulam 


mutuamente, o que constitui uma das razões para 
n 


utilizarmos 5 de no método dos mínimos qua- 


k=1 
drados.) 


Exercs. 47-48: Use o método dos mínimos quadrados 


(ver Exercício 45) para determinar uma reta 


y = mx + b que melhor se ajuste aos dados. 


4 7 
5 g 
4 68 
3 9º 4 


49 A tabela a seguir relaciona as médias semestrais e 
as notas do exame final de dez alunos de um turma 
de matemática. 


40 55 62 68 


30:45 65 72 


72 76 80 86 90 9% 


60 82 76 92 88 98 


Ajuste uma reta a estes dados e use-a para estimar 
a nota do exame final de um estudante cuja média 
semestral seja 70. 
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50- Ao estudar o diagrama fadiga-tensão de um mate- 
rial elástico, um engenheiro verifica que parte da 
curva parece ser linear. A tabela a seguir dá os 
valores experimentais. 


20 22 24 26 28 30 


025 075 100 1,50 175 2,25 


Ajuste uma reta a estes dados e estime a tensão 
quando a fadiga é de 1,14 kg. i 


51 A figura exibe a posição relativa de três cidades 
A, B e C. Urbanistas pretendem aplicar o método 
dos mínimos quadrados para decidir onde cons- 
truir uma nova escola que atenda às três comuni- 
dades. A escola será construída em um ponto P(x, 
y, z) tal que a soma dos quadrados das distâncias 
das cidades A, B e C à escola seja mínima. Deter- 
mine a posição relativa do local de construção. 


y (km) 


A (km) 


a 


52 Generalize o Exercício 51 para o caso de n cidades 
em posições O (x,, VD. Do Ya) = O Ep Yn) 


53 O Exercício 45 pode ser generalizado para resol- 
ver o problema de determinação do plano z = ax + 
by + c que melhor se ajuste aos dados (x4, Y,, 24)» 
(y Ya Zo Ya vos (ys Y y» Za) O método dos mínimos 
quadrados procura determinar valores a, b e c tais que 


n 


Ha, b, c) E Er T My 


k=1 


E by, — oy, 


seja mínimo. 
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“ (a) Estabeleça um sistema de três equações nas. 
“tres incógnitas a, b ec: 


(b) Ache o plano de melhor ajuste que passa por 
(0,0, 0), (0, 1, 0), (0,0, 1) e (1, 1, 2). 


(Sugestão: Resolva o sistema de três equações 


P = 2pq + 2pr + 2rg, 


em que p, q e r são as proporções de genes A, B e 
O, respectivamente, na população. Mostre que P 
não deve exceder a (Sugestão: pz0,9>0,r>0 


ep+q+r=1.,) 


/,=0,f,=0,f.=0,) Exercs. 55-56: Estime os pontos críticos de fem 


54 Trés genes A, B e O determinam os quatro tipos R= lex, y): bis 1,5 e ly] < 1,5) grafando f, (x,y) =0 
sangiiíneos humanos: A(AA ou AO), B(BB ou BO), e f, (x, y) = O no mesmo plano coordenado. 
O(00) e AB. A lei de Hardy-Weinberg afirma que 
a proporção de indivíduos de uma população que 
- São portadores de dois genes diferentes é dada pela 
fórmula : 


55 f(x, )=rsenx-y+4y2+y 
56 f(x, y) = xy — arctg x — y** 


Em, muitas aplicações devemos achar os extremos de uma 
função fde várias múltiplas variáveis, quando estas estão sujei- 
tas a algum vínculo. Vamos supor, por exemplo, que queiramos 
achar o volume da maior caixa retangular de faces paralelas aos 
planos coordenados, que possa ser inscrita no elipsóide 161? + 
4y”+ 92? = 144, Note que, por simetria, basta examinar a parte 
no primeiro octante ilustrada na Figura 16.77. Se P(% y, 2) é0 
vértice exibido na figura, entáo o volume V de toda a caixa é 
V = 8xyz. Devemos achar o valor máximo de V sujeito ao 
vínculo (ou condição lateral) 


162 + 4y? 4 977 144=0 


Figura 16.77. Figura 16.78 


*Este método foi descoberto por Jo- 
seph-Louis Lagrange (1736-1813), 
matemático francês. 


Teorema de Lagrange (16.42) 


AY 


Figura 16.79 
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Resolvendo esta equação em relação a z e levando à fórmula de 
V, obtemos 


V = (8xy) į V144 — 16x? — 4y? 


Podemos agora achar os extremos aplicando (16.40); todavia, 
este método é trabalhoso em razáo dos cálculos envolvidos na 
determinacáo das derivadas parciais e dos pontos críticos. Outra 
desvantagem desta técnica é que, para problemas análogos, nem 
sempre é possível resolver em relação a z. Por estas razões, é 
mais simples utilizar o método dos multiplicadores de Lagran- 
ge, estudado nesta seção.* 


Outra ilustração: Seja f(x,y) a temperatura no ponto 
P(x, y) da chapa plana de metal da Figura 16.78, e seja C a curva 
de equação g(x, y) = 0. Vamos supor que queiramos achar os 
pontos de C em que a temperatura atinge seu maior ou seu menor 
valor. Isto equivale a achar os extremos de f (x, y) sujeitos ao 
vínculo g(x, y) = 0. Nossa técnica consiste em utilizar o resultado 
seguinte. 


“DEMONSTRAÇÃO 


O gráfico de g(x, y) = 0 é uma curva C no plano-xy. Pode-se 
mostrar que, sob as condições dadas, C admite uma parametri- 
zação suave 


x =h(0), y = KÒ 
para t em um intervalo 7. Seja 
r(t) =xi + yj = AAi + kOJ 


o vetor posição do ponto P(x, y) em C (ver Figura (16.79)) e 
suponhamos que o ponto P,(x,, Yo) em que f tem um extremo 
corresponda a t = fọ isto é, 


nto) =x + yo) = Atoi + Ko) 


> 
* Definindo uma função F de uma variável £ por i 


FO =f aO, kO) 
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Corolário (16.43) . 


16 


então, quando í varia, obtemos valores funcionais f (x, y) que 
correspondem a (x, y) em C, isto é, f(x, y) está sujeita ao vínculo 
8(% y) = 0. Como f(x, y,) é um extremo de fsob essas condicóes, 
segue-se que F(t,) = f (hto), K(t,)) é um extremo de F(2). Assim, 
F’ (t) = 0. Se encararmos F como uma funcáo composta, entáo, 
pela regra da cadeia, 


POL) GA y Y 


Sy) KO +4, y) (0) 


Fazendo + = ty temos 


l 0 =F(t,) =f y Yoh (h) +f Ev Yok’ (t) = VÍ (o, Yo) À rÀ. 


Isto mostra que o vetor Vf (x,, Yo) é ortogonal ao vetor r”(£,) 
tangente a C (ver Teorema (16.37)). Entretanto, Ve Yo) É 
também ortogonal a r'(t,), porque C é uma curva de nível para 


8. Como Vf (Xy, Yo) e Vg(xo, Yo) são ortogonais ao mesmo vetor, 


são paralelos, isto é, Vf(x,, y,) = AV g(xy Yo) para algum À. 
O número À no teorema precedente é chamado multipli- 
cador de Lagrange. E id 

A equação Vf (Xo Yo) = AVE(%,, Yo) no Teorema (16.42) 
pode escrever-se 


: Lo y pi tfo Yaj = AE o» Y, oi + AS Cto, Yo) 
Igualando as componentes i e j e considerando o vínculo g y) 
= O somos llevados ao seguinte enunciado náo-vetorial do teore- 
ma de Lagrange, em que se supõe que f e g tenham derivadas 
parciais primeiras contínuas e g? + g 0, isto é, g e g, não 
são simultaneamente nulas. 


Ao utilizar o Corolário (16.43), primeiro achamos todas as 
soluções l 


(x,, Yp A), Co, Y» A), Qe, Yz As), baia 
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do sistema indicado de equações. (Às vezes há apenas uma solução.) 
Os pontos em que ocorrem os extremos relativos de festão entre 


(Y Ds (635) (ty I) + 


Assim, os multiplicadores de Lagrange A, An, Ay, ... são descar- 
tados após achadas as soluções (x, Y, ^). Cada ponto (x, y,) é 
então estudado para determinar se f (x,, y,) é máximo relativo, 
mínimo relativo ou nenhum dos dois. Há um teste complicado 
(provado em matemática avançada) para distinguir entre máxi- 
mos e mínimos; entretanto, em geral é mais fácil utilizar consi- 
derações gráficas ou físicas para fazer a distinção. Na resolução 
de problemas não é costume dar provas rigorosas de que os 
resultados conduzam a extremos. 


EXEMPLO 1 


Ache os extremos de f(x, y) = xy, se (x, y) está restrito à elipse 
402 +y = 4. 


SOLUÇÃO 

Neste exemplo o vínculo é g(x, y) = 44 +)? -4=0. 

Fazendo Vf (x, y) = AVg(x, y) (ver (16.42)), obtemos 
yi + xj = A (8xi + 2yj) 

Assim, o sistema de equacóes no Corolário (16.43) é 


y = 8xA 
x = 2yA 
4x? +y2-4=0 


Há muitas maneiras de achar as soluções deste sistema. Uma 
delas consiste em fazer y = 8xA em x = 2yA, vindo 


x = 2(8xA)A = 16x)? 
Equação equivalente é 
x— 1611 =0 ou  x(1-161%)=0 


Portanto, oux=0ouA = + 


y = 8xÃ = 8x(+ 4) ou y==2x 


Levando este valor de y na equação 4x? + y? — 4 = 0, obtemos 


$ 


dias E qe Da ee are do 
dx + (=2x)-4=0, 8x"=40ux A 
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Os valores correspondentes de y são 


y cas 22] av 


Desprezando os multiplicadores de Lagrange, obtemos os qua- 
tro pontos (V2/2, + 2) e (- 2/2, + V2). 


Se x = 0, então, levando na equação 4x? + y-4=0, 
obtemos y”—4 = 0 0u y =+2. Assim, os pontos (0, +2) também 
podem determinar extremos de f. 


A tabela abaixo relaciona o valor de f em cada um dos 


“pontos encontrados: 
(0,2) (0,2) (2/2,42)  (2/2,-ND) (212/22 )  (=v2/2,- V2) 
0 0 1 af -1 1 


Assim, f(x,y) toma o valor máximo 1 em (12.72, 2) ou 
(— (2/2, - V2) e o mínimo —1 em (12.72, — 2) ou 
(- V272, 12 ). Tudo isto está ilustrado na elipse da Figura 16.80. 


AY 
“Mín: | Máx 

(¿2 je A2] 
+ = Es 
x 

Máx: | Mín: . 

(Eaa JE as 
2 2 
Figura 16.80 


= O 


O teorema de Lagrange pode ser estendido a funcóes de 
mais de duas variáveis. O próximo resultado é uma dessas 
extensões. Podemos enunciar teoremas análogos para funcóes 
de um número qualquer de variáveis. 


Extensão do teorema de 
Lagrange (16.44) 


Corolário (16.45) 
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- Segue-se um análogo do Corolário (16.43). 


O próximo exemplo já foi rapidamente abordado no início 
desta seção. 


EXEMPLO 2 


Ache o volume da maior caixa retangular de lados paralelos aos 
planos coordenados, que possa ser inscrita no elipsóide 16x? + 
4y? + 92º = 144. 


SOLUÇÃO 


A Figura 16.77 ilustra uma posição típica da caixa. Queremos 
maximizar o volume 


V=f(x, y, 2) = 8192 
sujeito ao vínculo 
glx, y, zZ) = 16x + 4y? + 9? -144 =0 
Fazendo Vf (x, y, z) = AV g(x, y, z) (ver (16.44)), obtemos 
8yzi + &xzj + 8xyk = M32xi + 8yj + 18zk) 


Esta equação, juntamente com o vínculo g(x, y, z) = 0, dá o 
seguinte sistema de quatro equações (ver Corolário (16. 45)): 
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Syz = 32x) 
8xz = 8yÀ 
8xy = 18zA 


16x? + 4y? + 972 — 144 = 0 


Multiplicando a primeira equação por x, a segunda por y e a 
terceira por z e somando, temos 


24xyz = 320% + 8y% + 187% = 2M(16%º + 4y? + 97?) 


Este resultado, juntamente com o vínculo 16x2+ 4y? + 972= 144, 
implica que 


24z=2M144) ou x2=12% 


Aúltima equação pode ser usada para achar x, yez. Porexemplo, 
multiplicando ambos os membros da equação 8yz = 32xA por x 
e levando em conta que xyz = 12A, obtemos 


8xyz = 32x% 

8(124) = 32x?) 
964 — 32x% = 0 
32M3 — x?) = 0 


Consegiientemente, A = 0 ou x =v3. Podemos desprezar À = 0, 
pois isto conduziria a xyz = 0 e, então, a V= 8xyz = 0. Assim, a 
única possibilidade éx = v3. 


: Analogamente, multiplicando por y ambos os membros da 
equação 8xz = 8yA temos 


8xyz = 8y% 
8(124) = 8y% 
96h — 8y% = 0 
8M12 - y?) = 0 


e, assim, y = VIZ = 23. 


Finalmente, multiplicando por z a equação 8xy = 18zk e 
usando a mesma técnica, obtemos z = 43, Segue-se que o 
volume procurado é 


V = 8rxyz=8V3(2V3(4V3) = 64V3 = 111 
SERRA 


EXEMPLO 3 


Se f(x, y 2) = 41% + y” + 52, ache o ponto do plano 2x + 3y + 4z 
= 12 em que f (x, y, z) tem seu menor valor. 
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SOLUÇÃO 


Examinaremos f (x, y, 2) = 4x? + y2+ 52 sujeita ao vínculo g(x, 
y, Z) = 2x + 3y + 4 — 12 = 0. Tal como no Exemplo 2, 
consideramos Vf (x, y, z) = Ag(x, y, z), isto é, 


V(40 + y + 52%) = AV(2x + 3y + 4z — 12) 
obtendo | 
8xi + 2yj + 10zk = AQi + 3j + 4k) 


Igualando componentes e utilizando g(x, y, z) = 0, chegamos ao 
seguinte sistema de equações (ver Corolário (16.45): 


8x = 24 
2y = 3h 
10z = 44 


2x + 3y + 4 — 12 =0 
Resolvendo as três primeiras equações em relação a À obtemos 
à = 4x =y =z 
Estas condições implicam 
= = 8 
y=6 e z=5x 
Levando à equação de vínculo 2x + 3y + 4z — 12 = 0, obtemos 
2x + 18x + Ex — 12 =0 


_S 25 304, (85) 8 E 
oux = +. Logo, y = 6(7;) = 37 €Z = (7) =, Como há apenas 


um ponto crítico, segue-se que o mínimo ocorre nesse ponto, 
5 3 8 
111741” 


Algumas aplicações podem envolver mais de um vínculo. 
Em particular, consideremos ó problema de achar os extremos 
de f(x, y, z) sujeitos aos dois vínculos 


g(x,y,2)=0 e h(x, y,z)=0 


Se f tem um extremo sujeito a esses vínculos, então a condição 
seguinte deve ser satisfeita para números reais À e u: 


Vf (x, y, 2) = AVg(x, y, 2) + UVA(x, y, z) 


Igualando componentes e levando em consideração os vínculos, 
obtemos um sistema de cinco equações com cinco incógnitas x, 
y, z, Ae u. O próximo exemplo é uma ilustração desta situação. 
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A(4, 0,0) 


Figura 16.81 


Este método pode também ser estendido a funções de mais de 
três variáveis e a mais de dois vínculos. 


EXEMPLO 4 


Denotemos por C o arco, no primeiro octante, da curva em que 
o parabolóide 2z = 16-x2-y2eoplanox+y=4se interceptam. 
Ache os pontos de C mais próximos e mais afastados da origem. 
Ache as distâncias mínima e máxima da origem a C. 


SOLUÇÃO 


A Figura 16.81 é um esboço da curva C. Se P(x, y, z) é um ponto 


- arbitrário de C, então queremos determinar o maior e o menor 


valor de d(O, P) = Vx" + y? +z”. Podemos obter esses valores 
determinando os ternos (x, y, z) que dão os extremos do radicando 


fay 2=d+y+2 
sujeito aos dois vínculos 
| gx, y, 2) =x2+ y?+22-16=0 
h(x,y,2)=x+y-4=0 
Conforme discussáo que precede este exemplo, consideremos 
V + y 942) AVE + y? + 22-16) + uV +y) 
Assim, 
2x1 + 2yj + 22k = M2xi + 2yj + 2k) + u(i + j) 
= (2x4 + pi + (QyA + u)j + (2A)k 


Igualando componentes e considerando os dois vínculos, che- 
gamos ao seguinte sistema de cinco equações 


2x = 2xh + u 
2y =2yh+u 
2z = 2h 

x +y +22-16=0 

l x+y-4=0 


Subtraindo a segunda equação da primeira, obtemos as equações ` 
equivalentes 


2x — 2y = (2x) + u) — (2yA + u) = 2xA — 2yA 


2x — y) — 2Mx — y) =0 
2x - yd -A=0 


Consegiientemente, ou À = 1 ou x = y. 
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SeA=1,temos2z=2h=2(1)ouz=1.O primeiro vínculo, 
ou seja, x? +y? + 22-16 =0, então dáx?+y?— 14 = 0. Resolvendo 
esta equação simultaneamente com x + y — 4 = 0, temos que 


x=2+V3,y=2-V3 ou x=2-V3,y=2+V3 
Assim, os pontos de C que podem originar extremos são 
P(2+/3,2-V3,1) e P(2-V3,2+3,1) 
As distâncias de O correspondentes são 
do, P) = V15 = dO, P,) 


Se x = y, então, pelo vínculo x + y — 4 = 0, obtemos as 
equações equivalentes x + x — 4 = 0, 2x = 4, ou x = 2, 0 que dá 
P(2,2,4)e dO, P,) = 2 v6. 


Referindo-nos à Figura 16.81, podemos agora fazer as 
seguintes observações. Quando um ponto se move continua- 
mente ao longo de C de A(4, 0, 0) até B(0, 4, 0), sua distância à 
origem começa em d(O, A) = 4, decresce até o mínimo de V15 
em P, e cresce até o máximo de 2 V6 em P,. A distância passa 
então a diminuir até V15 em P,e cresce novamente até 4 em B. 


Como verificação da solução, note que as equações para- 
métricas de C são 


x=4-ty=tz2=4-(0s1s4 
Neste caso 
fe y, 2) = (4-0) + P + (41-67, 


e é possível achar os extremos de f utilizando métodos de uma 
variável. Obtém-se os mesmos pontos. (Verifique!) 
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EXERCÍCIOS 16.9 


Exercs. 1-10: Use os multiplicadores de Lagrange 
para achar os extremos de f sujeitos aos vínculos 
indicados. l 


1 fE y) =y -4y + 4; XŻ+y=1 
2 f(x, y) = 2 + xy y? +y; 2x + 3y=1 
3 f(MyD=x+y+z x +y +2 =25 
4 fey D=L+y + x+y+2=25 
5 fæ y, D= +y +z; ž-y+2=1 
6 fœ, yz) =x + 2y -3z z=4 +y 
Ty; 
x-y=1, y-Z=1 
8 flop) =z- 3; 
nd x+y+z=1, v+y=4 
9 fix y, z, D=xyzt; x-z=2, 
y+t=4 
10 f(x,y,2,0)= +y? +22 412; 
3x + 4y =5, z+t=2 


11 Ache o ponto da esfera x? + y? +27 = 9 mais 
próximo do ponto (2, 3, 4). 


12 Ache o ponto da intersecção dos planos x + 3y — 
2z = 11 e 2x—y +z = 3 mais próximo da origem. 


13 Deve-se construir uma caixa retangular fechada de 
2 mé de volume. Se o custo por metro quadrado do 
material para os lados, o fundo e a tampa é 
$ 200,00, $ 400,00 e $ 300,00, respectivamente, 
ache as dimensões que minimizam o custo. 


14 Prove que o paralelepípedo de volume dado e área 
de superfície mínima é o cubo. 


15 Ache o volume da maior caixa retangular que tem 
três de seus vértices sobre os eixos x, y e z positivos, 
e um quarto vértice no plano 2x + 3y + 4z = 12, 


16 Ache as dimensões da caixa retangular de volume 
máximo, que tem trés de suas faces nos planos 
coordenados, um vértice na origem e outro vértice 
no primeiro octante no plano 2x + 3y + 5z = 90. 


17 Deve-se construir um depósito com tampa, em 
forma de cilindro circular reto e com área de 
superfície fixa, Ache as dimensões que maximi- 
zem o volume. 


18 Ache as dimensões da caixa retangular de volume 
máximo, faces paralelas aos planos coordenados, 
que pode ser inscrita no elipsóide 42 + 4y? + 22 = 36. 


19 Prove que o triângulo de área máxima e perímetro 
dado p é eqúilátero. (Sugestão: Se os lados são x, 
yezeses= 5 p, então a área A é dada pela 


“fórmula de Heron, A =Vs(s — xXs — yXs—z).) 


20 Prove que o produto dos senos dos ángulos de um 
triângulo é máximo quando o triângulo é egiilátero. 


21:A resistência de uma viga retangular varia como o 
produto de sua largura pelo quadrado de sua profun- 
didade. Ache as dimensões da viga de maior resis- 
tência que pode ser cortada de um toro cilíndrico 
cujas secções transversas são elípticas, com eixos 
maior e menor de 24 cm e 16 cm, respectivamente. 


22 Se x unidades de capital e y unidades de trabalho 
são necessárias para fabricar f (x, y) unidades de 
certo artigo, a função de produção de Cobb-Dou- 
glas é definida por f (x, y) = kx y ?, em que k é 
uma constante e a e b são números positivos tais 
que a + b = 1. Suponha que f (x, y) = xy" e que 
cada unidade de capital custe C cruzeiros e cada 
unidade de trabalho custe L cruzeiros. Se o total 
disponível para esses custos é M cruzeiros, de 
modo que xC + yL = M, quantas unidades de 
capital e unidades de trabalho maximizaráo a pro- 
dução? 


Exercs. 23-24: Use os multiplicadores de Lagrange e 
gráficos para estimar os extremos de f (x, y) sujeitos 
ao vínculo g(x, y) = 0. 


23 f(x, y) =y —cos x + 2x; g(x, y) =x + 2y?-1 


24 f(x, y)= 20 +3 y? ga, y)=x +y? 


16.10 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


Exercs. 1-4: Descreva o domínio de fe a curva ou 
superfície de nível por P. 


1 f(x, y) = V36 — 4x? + 9y?; P(3, 4) 

2 fOy)=Inxy; P(Q,3) 

3 fongj=(2-0 -yy P(0, 0, 1) 
sec Z. 

4 f(x, y, 2) = Ra P(5, 3, 0) 


Exeres. 5-8: Ache o limite ou mostre que ele não 
existe. 


| Fa 
5 lim > +5 6 lim z“ +z—-2 
(e. y) (0,0) Y +4 (e, y, z) = (0,0,0) XYZ + 2xy 


z 2 


2 PA 
7 dim (52 8 lim DE 
(e, y) =(0, 0) A+ y (6,9) (0,0) 4% + 2y 


9 Use coordenadas polares para descrever as curvas 
de nível de 


f(x, y) = (e A 


einvestigue lim f(x,y). 
(x, y) => (0, 0) 
10 O gráfico de f(x, y) = 4y/(? + y? exibido na 
figura indica que ftem derivadas parciais primei- 
ras em (0, 0) mas náo é contínua ali. Verifique. 


X 


Exeres. 11-16: Ache as derivadas parciais primeiras 
de f. 


11 f(x,y) =x cos y- y? + 4x 
12 fr, 9 = re" 
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2 
13 f(x, y, 2s SR 


14 f(u, v, À = u in” 


15 f (x, y, z, t)= xZV2y +t 
16 f(v, w) = v cos w + w? cos v 


Exercs. 17-18: Ache as derivadas parciais segundas 
de f. 


17 f(x, y) =*y?-3xy* +0 - 3y + 2 
2 2 

18 f(x, y, 2) = xe =* 

19 Seu=( + y? +72) 12, prove que 


Pu Pu Yu 


20 Ache dw se 
(a) w =y arctg a? + 2x-y (b) w =x" sen yz 
21 (a) Ache Aw e dw se w =x" + 3xy -y. 


(b) Se (x, y) varia de (— 1,2) a — 1,1; 2,1), use Aw 
para achar a variação exata de w, e use dw para 
achar a variação aproximada de w.” 


22 Suponha que, ao aplicar a lei de Ohm, haja erros 
percentuais de + 3% e + 2% nas medidas de Ve I, 
respectivamente. Por meio de diferenciais, estime o 
erro percentual máximo no valor calculado de R. 


Exercs. 23-24: Prove que f é diferenciável em todo o 
domínio. 


xy 


23 f(x, D- aLr 
_ XYZ 
afe y 2) E 


Exercs, 25-27: Use a regra da cadeia. 


25 Ache 0s/óx e ðs/ðy se s = uv + vw — uw, u = 2x + 
3y, v = 4x-yew=-x + 2y. 


26 Ache 0z/0r, ðz/ðs e ðz/ðt se z = ye? x = r + st, € 
y=2r+3s—t. Ê 


27 Ache dw/dt se w = x sen yz x= 3E, y= P ez = 3t. 
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28 Por meio de derivadas parciais, ache dy/dx se. 


y =f (x) é definida implicitamente por 
day By 2 = 0 


29 Ache d2/0x e dz/dy se z = f(x, y) € definida 
implicitamente por i i 


vy+zcosy-x?=0 


30 (a) Ache a derivada direcional da função f (x, y)= 
317 — y? + 5xy em P(2, — 1) na direção d 
a=-3i-4j. ' 


(b) Ache a taxa máxima de crescimento de f (x, y) 
emP. 


31 Suponha que a temperatura no ponto (x, y, z) seja 
dada por T(x, y, Z) = 3x? + 2y? — 47, 


(a) Ache a taxa instantânea de variação de T no 
ponto PC- 1, — 3, 2) na direção de P para o 
ponto QC 4,1,-2). 


(b) Ache a taxa máxima de variação de T em P. 


32 Um modelo de densidade urbana é uma fórmula 
que relaciona a densidade populacional (número 
de pessoas por quilômetro quadrado) e a distância 
do centro da cidade. Suponha introduzido um 
sistema retangular de coordenadas com o centro 
da cidade na origem, e seja Q(x, y) a densidade 
populacional nas proximidades de ponto P(x, y). 
Decida a direção em que a densidade populacional 
cresce mais rapidamente em P(x, y) para a função 
de densidade Q dada, em que a, be c são constan- 
tes positivas. 


(2) Ok, y) = art W + q 
(b) Ox, y) = ae”? V ty + + y3 

33 Escreva as equações do plano tangente e da nor- 
mal a 7z = 4? — 2y? em P(-2,-1,2). 


34 Uma curva C tem parametrização x = t, y=te 
z=8P;,temR. Se f(x, y, z) =y? + xz e u é um vetor 
unitário tangente a Cem P(2, 4, 8), ache D,f(2,4,8). 


35 Mostre que todo plano tangente ao cone 


2 


x2 y z 
A da 
c 


č b 


passa pela origem. 


=0 


36 Se f(x; y) = Fa + Zy, trace a curva de nível 
de f que contém P(0, 5); esboce Vf] 


37 Se F(x, y, 2) =z + 4x? + 9y”, esboce a superfície de 
nível de F que contém P(1, 0,0) e VE], 


Exercs. 38-39: Ache os extremos de f. 


4 2 
A E ER 


39 f(x, y)=x + 3y - y? 


40 O material da base de um depósito retangular custa 
o dobro do prego do material para os lados e a 
tampa. Para um volume fixo, ache as dimensóes 
relativas que minimizem o custo. 


Exercs. 41-42: Use ös multiplicadores de Lagrange 
para achar os extremos de f sujeitos aos vínculos 
indicados. 


4f6yD=0w3 P+4y+22=8 


Ufiy2= tt yz: 
2x-y+z=4,x+2y-2z=1 


43 Ache o ponto do parabolóide 


mais próximo do ponto (0, 5, 0). 


44 A tremonha de um elevador de gráos tem a forma 
de um cone circular reto de 60 cm de raio com um 
cilindro circular reto superposto, conforme figura. 
Se o volume total é de 27 m°, ache as alturas h e 
k do cilindro e do cone, respectivamente, que 
minimizem a área da superfície curva. 


45 Um processador sob forma de conduto (pipeline 


processor) em um supercomputador é como uma 
linha de montagem destinada a executar um gran- 
de número de operações aritméticas similares em 
estágios. Uma vez cheio, o processador executará 
uma operação aritmética em cada período de reló- 
gio. Tais processadores têm em geral menos de 10 
estágios. A razão P desempenho-custo para um 
desses processadores é dada por 


Ss 
= (T + sk KC + sk) 


P 


em que s é o número de estágios, T é o tempo 
necessário para efetuar a operação em um compu- 
tador sem pipeline, C é o custo total da pipeline e 
k e k, são constantes que dependem do equipa- 
mento (hardware) usado. Para o planejamento 
ótimo, 0P/0s = 0. 


Determine o número de estágios nesse planeja- 
mento ótimo. 


46 Uma placa delgada de metal com a forma de uma 


lâmina quadrada com vértices em um plano coor- 
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denado nos pontos (0, 0), (1, 0), (1, 1) e (0, 1) tem 
cada uma de suas bordas imersas em gelo a 0°C. 
A temperatura inicial Tem P(x, y) é dada por 
T=20senaxsen xy. 


(a) Ache 6 ponto em que a temperatura inicial é 
máxima. 


(b) Se U(x y, f) é a temperatura em P(x, y) no 
instante t, pode-se mostrar que U satisfaz a 
equação bidimensional do calor 


2 2 
oU (PU PU), 
ot 0x? ay? 


em que k é uma constante que depende da 
condutividade térmica e do calor específico da 
placa. Mostre que 


U(x, y, À = 200 8! sen mx sen my 
é uma solução desta equação do calor. 


(c) Descreva a temperatura da placa em um longo 
período de tempo. 


Capítulo 17 | 


MAKRON 
Books 


INTEGRAIS MÚLTIPLAS 


INTRODUÇÃO 


Definem-se as integrais múltiplas por 
meio de funções de diversas variáveis e limi- 
tes de somas de modo análogo ao do caso da 


integral definida f f(x) dx no Capítulo 5. 
é dg 


A diferença principal reside no fato de que, 
em lugar de começarmos com uma partição 
do intervalo [a, b], subdividimos uma região 
R do plano-xy ou um sistema coordenado xyz. 
Os teoremas de cálculo se baseiam em equa- 
ções de curvas e superfícies que constituem a 
fronteira de R, sendo, pois, mais complicados 
que o teorema fundamental do cálculo para 
integrais definidas. 


As integrais múltiplas permitem-nos 
considerar aplicações que envolvem sólidos | | 
e superfícies não-homogêneos mais gerais do 
que os obtidos pela revolução de uma região 
plana ou uma curva em torno de uma reta. Em ` 
particular, podemos agora achar momentos e 
centros de gravidade de sólidos de forma 
irregular em que a densidade não é constante 
— algo que até aqui não dispúnhamos de re- 
cursos para fazer. 


Nas Seções 17.7 e 17.8 definimos siste- 
mas de coordenadas cilíndricas e esféricas 
em três dimensões. Tais sistemas são úteis no 
estudo de propriedades de sólidos determina- 
dos por superfícies quádricas — especialmen- 
te cilindros, esferas e cones. 


Encerramos o capítulo introduzindo o 
conceito de jacobiano e aplicando-o ao pro- 
blema de mudança de variáveis nas integrais 
múltiplas. 
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17.1 INTEGRAIS DUPLAS À 


b , ¿ , E a q 
- No Capítulo 5; definimos a integral definida f f(x) dx deuma 


função fde uma variável. Podemos também considerar integrais 
de funções de diversas variáveis, chamadas integrais duplas, 
integrais tríplices, integrais de superfície e integrais curvilí- 
neas. Cada integral é definida de maneira análoga. A principal 
diferença está no domínio do integrando. | 


Rh ane po l 
Ceras Lembremos que S f(x) dx pode ser definida aplicando-se 


Os quatro passos seguintes. (A Figura 17.1 ilustra os Passos 1 e 2,) 


Mm Wi l Wa 
910-000 | 0 lee > 
= Mo x X-i Kg x,=b * 
dada EE A Papete q 
Ed DE as 
Fo sud pe 
os E Kiss 1 1 I ] 1 
pe Lord Eai 
d: dE 1 E t d 1 
pe! rate! bet! 
Ax, Ax, Ax, Ax, 


- Passo 1 Particionar [a, b] escolhendo a = Xy <% <x <.. < xr, = b. 


. Passo 2 Para cada k, escolher um número wk no subintervalo 
Pd 


Formar a soma de Riemann > f(w,) Ax, com 


Mr 


“Passo 4 Se ||PI] é a norma da partição (o maior Ax), então 


0/10 dem Ty) A, 


[Edda 


Se fé náo-negativa em [a, b], entáo a soma de Riemann 
do Passo 3 é uma soma de áreas de retángulos do tipo ilustrado 
na Figura 17.2. Esta soma tende para a área da regiáo sob o 
gráfico de f de x = a a x = b. Se existe o limite da soma de 
Riemann quando ||P|| — 0 (Passo 4), obtemos a integral definida 

: Ds 


Xx 
E l f f(x) dx, cujo valor é a área (exata) sob o gráfico. 


Figura 17.2 


AY 


Yo 


Figura 17.3 Partição interior de R. 


Definição (17.1) 
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Consideremos agora uma função f de duas variáveis tal 
que f (x, y) exista em toda uma região R do plano-xy. Definire- 
mos a integral dupla ff, f (x, y) dA por meio de um processo de 

b 


quatro passos análogo ao utilizado para f f(x) dx. Em todo 


este capítulo, R denotará uma região que pode ser subdividida 
em um número finito de regiões R, e R,, tais como definidas na 
Seção 6.1. Toda região R desse tipo está contida em uma região 
retangular W. Se W é dividida em retângulos por meio de uma 
rede de retas horizontais e verticais, então a coleção de todas as 
sub-regiões fechadas retangulares que estão completamente 
dentro de R constituirão uma partição interior P de R. (Este 
particionamento corresponde ao Passo 1 do processo de quatro 
passos). 


Asregiões retangulares cinzas da Figura 17.3 ilustram uma 
partição interior de R. Rotulando-as R,, R ,, ..., R, esta partição 


“interior se denota por (R,). O comprimento da maior diagonal 


de todas as R, é a norma ||P|| da partição. O símbolo AA „denota 


a área de R, Para cada k escolhemos um ponto arbitrário (u,, v,) 
em R, conforme Figura 17.3 (A escolha deste ponto correspon- 
de ao Passo 2.) As somas de Riemann (Passo 3) são definidas a 
seguir. o 


Finalmente, consideremos um limite de somas de Riemann 
quando ||P|| > O (Passo 4). Pode-se mostrar que, se fé contínua 
em R, as somas de Riemann da Definição (17.1) tendem para 
um número real L quando ||P|| — 0, independentemente da 
escolha dos pontos (u,, v,) nas sub-regiões R,. O número L é a 
integral dupla ff; f(x, y) dA. Segue-se uma definição matema- 
ticamente precisa de um limite de somas de Riemann. 
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im -=4+ A a 


* Definição (17.2) 


Definição (17.3) 


A Definição (17.2) afirma que podemos tornar toda soma 
de Riemann tão próxima de L quanto quisermos, escolhendo 
“uma partição interior com norma |P| suficientemente pequena. 


Pode-se definir como a seguir a integral dupla de f. 


Se a integral dupla de f sobre R existe, então dizemos que 
fé integrável sobre R. Prova-se em textos mais avançados que, 
se fé contínua em R, então f é integrável sobre R. 


Há uma interpretação geométrica útil das somas de Rie- 
mann e da integral dupla se fé contínua e f (x, y) = 0 em toda a 
R. Denotemos por S o gráfico de f e por Q o sólido situado 
abaixo de 5 e sobre R, conforme Figura 17.4. Se P (up vp 0) é 
um ponto na sub-região R, de uma partição interior P de R, então 
Ku, v,) é a distância do plano-xy ao ponto B, em S, diretamente 
acima de P,. O produto f (u, v,) AA, é o volume do prisma de 
base retangular de área AA, ilustrado na Figura 17.4. A soma de 
todos esses volumes de prismas (ver Figura 17.5) é uma apro- 
ximação do volume V de O. Como esta aproximacáo do volume 
melhora ao tender ||P|| para zero, definimos V como o limite de 
somas dos números f (u,, v,) AA, Aplicando (17.3), obtemos: 


Pu, vo 0) 


Figura 17.4 


Definição (17.4) 


R=R UR, 


Figura 17.6 


Teorema (17.5) 
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Az 
z=f(%)) 


Se f (x, y) = 0 em toda R, a integral dupla de f sobre R é o 
negativo do volume do sólido situado acima do gráfico de fe 
sob a região R. 


No próximo teorema relacionamos, sem demonstrar, algu- 
mas propriedades das integrais duplas que correspondem às do 
Capítulo 5 para integrais definidas. Supóem-se todas as regiões 
e funções restringidas convenientemente, para que as integrais 
indicadas existam. A expressão náo-superpostas, em (iii) do 
teorema, significa que as regiões R, e R, têm no máximo apenas 
pontos-fronteira em comum, conforme se vê na Figura 17.6. 
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sea essi ii isa —_—AHHMMMMMMMAAA aaaaaaaaaa 


AY 


Figura 17.7 


Definição (17.6) 


-. Com exceção de casos elementares, é virtualmente impos- 
sível achar o valor de uma integral dupla ff, f (x, y) dA direta- 
mente a partir da Definição (17.3). Se R é uma região R ou R, 
entretanto, a integral dupla pode ser calculada por meio de duas 
integrais sucessivas, cada uma delas envolvendo apenas uma 
variável independente. eo 


Comecemos com um caso simples — uma função fcontínua 
em uma região retangular fechada R do tipo ilustrado na Figura 
17.7. Mostra-se em cálculo avançado que a integral dupla 


f f. f(x,y) dA pode ser calculada por meio de uma integral 
R 


iterada do tipo abaixo: 


b d 
de J Fæ y) dy dx 


Conforme indicado pelos colchetes, primeiro efetuamos uma 
integração parcial em relação a y, considerando x como cons- 
tante. Substituindo y pelos limites de integração c e d da maneira 
usual, obtemos uma expressão em x, que é integrada de a a b. 
Pode-se também usar a seguinte integral iterada: 


f fro y) dx | dy 


Neste caso, primeiro efetuamos uma integracáo parcial em 
relacáo a x, considerando y como constante. Após substituir x 
pelos limites de integração a e b, integramos a expressão resul- 
tante emy de ca d. ` 


“Costuma-se abreviar a notação para as integrais iteradas 
omitindo os colchetes, conforme definição seguinte. 


Note que a primeira diferencial à direita do integrando 
f(x,y) em (17.6) especifica a variável da primeira integração 
parcial. O primeiro sinal de integral à esquerda de f(x, y) indica os ` 
limites de integracáo para aquela variável. Assim, ao calcular uma 
integral iterada, trabalhamos primeiro com a integral mais interna. 
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EXEMPLO 1 
E 4 2 
Calcule S J, (2x + 6x2y) dy dx. 
SOLUÇÃO 
Pela Definição (17.6)(i), a integral é igual a 


SS rena a-f we) dx 


> L 


= É [(4x + 12x?) — (— 2x + 3x?)] dx 
>| (62 +90) de 


= [Bat 3%] f = 234 


EXEMPLO 2 

2 4 
Calcul 2x + 6x?%y) dx dy. 
alcule ff 1 + 6x?y) y 


SOLUÇÃO 
Pela Definição (17.6)(ii), a integral é igual a 


2 


f [Krsa [a Lanz) Jo 


=f [(16 + 128y) — (1 + 2y)] dy 


2 
=f (126y +15) dy 
-1 


2 


= [637º + 15y] (= 234 


O fato de as integrais iteradas nos Exemplos 1 e 2 serem 
iguais não é acidental. Se f é contínua, então as duas integrais 
iteradas em (17.6) são sempre iguais. Dizemos que a ordem; de 
integração é irrelevante. 


Pode-se definir como a seguir uma integral dupla iterada 
sobre uma região R, ou R, do tipo exibido na Figura 17.8. 


) 4) 
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Região R, É i Região R, 
R 


Figura 17.8 


Definição de integrais 
iteradas (17.7) 


Na Definição (17.7), primeiro efetuamos uma integração 
parcial em relação a y, e então substituímos y por g,(x) e 8/0) 
na maneira usual. Integramos entáo a expressáo resultante em x 
de a a b. Em (ii) da definigáo, primeiro integramos em relacáo 
a x e então, após substituir x por A,(y) e h (y), integramos a 
expressáo resultante em relacáo a y de ca d. Assim, como na 
Definição (17.6) para regiões retangulares, trabalhamos primei- 
ro com a integral mais interna. 


EXEMPLO 3 
2 2x 
Calcul 3 + 4y) dy dx. 
alcule ff, œ? + 4y) dy 
SOLUÇÃO 
Pela Definição (17.7)(i) a integral é igual a 
27 2x 2 247% 
f f è + 4y) dy dx =f wy+a(%)| di 
20 pde E 0 2), 
2 2 
=| [(2xº + 8x?) — (1 + 2x9] dx 
0 


2 


=-[843. 1,6] 22 
RE di f 3 
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EXEMPLO4 - 

E a 
Calcule f Ty Dedy: 
alcule f o Al y 


SOLUÇÃO 
Pela Definição (17.7)(ii), a integral é igual a 


3 E 3 2 
y 
2 dx |dy=| 2 d 
ER y COS X | y J y | senz | y 
3 
=f 2y(seny?-D) dy 
1 
3 
=f (y sen y?-y) dy 
1 3 
=| -cos y’ -3y 
e A 


= (= cos 9 — È) —(- cos 1-5= — 2,55 


O próximo teorema afirma que se a região R é uma região 
R,ouR, então JJ, f(x, y) dA pode ser calculada por meio de uma 
integral iterada. 


Teorema para o cálculo de 
integrais duplas (17.8) 


Para regiões mais complicadas, dividimos R em sub-re- 
giões R, ou R,, aplicamos (17.8) a cada uma e somamos os 
valores das integrais resultantes. 


Em textos de cálculo avançado pode-se encontrar a de- 
monstração do Teorema (17.8). A exposição intuitiva seguinte 
torna plausível o resultado, ao menos para funções com valores 
não-negativos. Suponhamos f (x, y) > 0 em toda a região R, 
ilustrada na Figura 17.8(1). Sejam S o gráfico de f, Q o sólido 
sob S e sobre R e Vo volume de Q. Consideremos o plano que 
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é paralelo ao plano-yz e intercepta o eixo-x em (x, O, 0), com 
a <x <b, e seja C o traço de S neste plano (ver Figura 17.9). 
Este plano intercepta as fronteiras de R — y =8,(%) € y = g,(x) — 
em P,(x, 8,(%), 0) e Px, gœ), 0). 


AZ 


E e 
LA . ao AZ 
per JR y 
SERA sarados Px, g), 0) 
4 P(x, gŒ), 0) 
Figura 17.9 


Pelo Capítulo 6, sabemos que a área A(x) desta porção do 
plano é 


i (2) 
A(x) Se Fx, y) dy 


1 


Como A(x) é a área de uma secção transversa típica de O, 
segue-se de (6.13) que 


ad b 86) 
KaJ 104-[/ SE) Ay de 


Levando em conta que V também é dado pela Definição (17.4), 
obtemos a fórmula de cálculo da parte (i) do Teorema (17.8). 
Discussão análoga vale para a parte (ii). 


Antes de aplicar o Teorema (17.8) para calcular uma 
integral dupla, é importante fazer um esboço da região R e 
determinar suas fronteiras. Os exemplos seguintes ilustram a 
aplicação do Teorema (17.8). 


PRA ANSA AV 


AY 


y=2x 


Figura 17.10 


AY 


1 
X==> 
z? 


Figura 17.11 
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EXEMPLO 5. 


Seja R a região do plano-xy delimitada pelos gráficos de y = x 
e y = 2x. Calcule Í f (x? + 4y) dA aplicando 
R 


(a) o Teorema (17.8)(i) 
SOLUÇÃO 


(a) A Figura 17.10exibe a região R. Note que R é tanto uma região 
R, como uma região R. Encaramos R como uma região R, com 
fronteira inferior y = y e fronteira superior y = 2x, com 0 =s x = 2. 
Traçamos um segmento vertical entre essas duas fronteiras para 
indicar que a primeira integração é em relação a y (da fronteira 
inferior à fronteira superior). Pelo Teorema (17.8)(i), 


(b) o Teorema 17.8(ii) 


ferya-[[ rms 
R x 


214. . 2». 32 
Pelo Exemplo 3, sabemos que a última integral é igual a +. 


(b) Para aplicar o Teorema (17.8)(ii), encaramos R como uma 
região R,e resolvemos cada uma das equações dadas em relação 
a x em termos de y, obtendo 


x= > y e x=vy, 0sy<4 


O segmento horizontal da Figura 17.11 se estende da fronteira 
esquerda à fronteira direita, indicando que a primeira integração 
é em relação a x. Pelo Teorema (17.8)(11), 


Vy 
Prenda ff eras 
R Y 


4 : : vy 
= S | qa + 4yx | dy 
0 7 »/2 


4 
=f (e + é = Ci + 3’) dy = F 


EXEMPLO 6 


Seja R a região delimitada pelos gráficos das equações 
y = Vx, y = V3x = 18 e y= 0. Se fé uma função contínua 
arbitrária em R, expresse a integral dupla ff, f(x, y) dA em termos 
de integrais iteradas utilizando apenas 


(a)o Teorema (17.8)(i) (b)o Teorema (17.8)(ii) 
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Figura 17.12 


Figura 17.13 


SOLUÇÃO ` 


Os gráficosdey = Vx e y = vV3x — 18 são as metades supe- 
riores das parábolas y"=x.e y?= 3x—18. A região R está esbocada 
nas Figuras 17.12 e 17.13. E 


(a) Se quisermos utilizar apenas o Teorema 17.8(i), então é 
necessário empregar duas integrais iteradas, porque, se O <x< 6, 
a fronteira inferior da região é o gráfico de y =0,ese6<x<09, 
a fronteira inferioré o gráficodey = V3x = 18. (Os segmentos 
verticais na Figura 17.12 se estendem da fronteira inferior à 
fronteira superior de R.) : 


Se R, denota a parte da região R compreendida entre x = O 
ex=6¢ẹse R, denota a parte entre x = 6 e x = 9, então tanto R, 
como R, são regiões R,. Logo 


freya = SÍ 76%, y) as + ffia y) as 


R “ R 


AE Ax 
-ff toda] f fedd 


(b) Para aplicar o Teorema (17.8)(ii), devemos resolver em 
relação a x cada uma das equações dadas em termos de y, 
obtendo 


2 
x=y e B 6,03 y 33 


O segmento horizontal da Figura 17.13 se estende da fronteira 


esquerda à fronteira direita. Neste caso, é suficiente apenas uma 


integral iterada, pois R é uma região R; Assim, 


Jf ra y) as ; po rT 


R 
O CODO 


Os exemplos 5 e 6 mostram como certas integrais duplas 
podem ser calculadas, seja por (i) ou por (ii) do Teorema (17.8). 
Geralmente, a escolha da ordem de integração dydx ou dxdy 
depende da forma de f (x, y) e da regiáo R. Ás vezes, é extrema- 
mente difícil, ou mesmo impossível, calcular uma integral dupla 
iterada. Todavia, invertendo a ordem de integração de dydx para 
dxdy, chega-se a uma integral dupla equivalente que pode ser 
calculada com facilidade. O próximo exemplo ilustra esta téc- 
nica. 
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i EXEMPLO 7 


Dada [ls cos xº dx dy, inverta a ordem de integração e 
0 ny 


calcule a integral resultante. 
SOLUÇÃO 


A ordem de integração dada, dxdy, indica que se trata de uma 

>» região R, Conforme Figura 17.14, as fronteiras esquerda e 

* direita são os práticos dex = Vy ex=2, respectivamente com 
Figura 17,14 0<y< 4. 


Note que R é também uma região R, cujas fronteiras 
inferior e superior são dadas por y = 0 e y = x’, respectivamente, 
com 0 <x <2. Logo, pelo Teorema (17.8)(i), a integral pode ser 
calculada como a seguir: 


NE cosas dy = fy cos xº dA [Ty cos xº dy dx 


SE cos | a = E cosxi dr 


1 E 5 4 
=], (cos x)(5xº) dx 


= 70 [ sena? iS = sen 32 = 0,055 
EXERCÍCIOS 17.1 


Exercs. 1-10: Determine se a região é R,, R, ou 
nenhum dos dois tipos. 


1 y 
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11 Sejam f (x, y) = 4x + 2y + 1.ẹ Ra região do pri- 
meiro quadrante delimitada pelos eixos coordena- 


“dos e pelo gráfico de y =4-1x2. Seja {R} 


k = 1,2, ..., 7, a partição interior de R exibida na 
figura. Calcule a soma de Riemann 
p f (y va) AA , se, para cadak, (U, Y) é o ponto 
(a) no canto esquerdo inferior de R, 

(b) no canto direito superior de R, 

(c) no centro de R, 


y 


12 Sejam f (x, y) = xy e R a regiáo delimitada pelo 
trapezóide de vértices (0, 0), (4, 4), (8, 4) e (12, 0). 
Seja P a partigáo interior de R determinada por 
retas verticais com interceptos-x 0, 2, 4, 6,8, 10 e 
12 e por retas horizontais com interceptos-y 0, 2 e 
4. Calcule as somas de Riemann como no Exercí- 
cio 11 (a)-(c). 


Exercs. 13-20: Calcule a integral iterada. 


13 Í F (12xy? — 8x°) dy dx 
3 cl 
14 $. Si, Uy + y) de dy 


2 
sf agar 


é wf f i (3x + 2y) dy dx 


pe 
TJ; (4x — y) dx dy 


O i 
BL, Cas 


19 f, e= dy a 


3/6 /2 
20 fi f (x cos y — y cos x) dy dx 


Exercs. 21-26: Esboce a região R delimitada pelos 
gráficos das equacóes dadas. Se f (x, y) é uma funcáo 


contínua arbitrária, expresse Í f f(x,y) dA como 
R 


uma integral iterada, usando (a) somente o Teorema 
(17.8)(1) e (b) somente o Teorema (17.8)(ii). 


21 y =vx, x=4, y=0 
22 y = Vx, x=0, y =2 
23 y=x", x=0, y=8 
24 y=, x=2, y=0 
25 y = Vx, x=% 

26 y=V1 =x”, y=0 


Exercs. 27-32: Expresse a integral dupla, sobre a - 
regiáo R indicada, como uma integral iterada, e ache 
seu valor, 


27 [f (y + 2x) da; 


a região retangular de vértices (- 1, — 1), (2, = 1), 
(2, 4), E1, 4). 


28 JJ (x — y) da; 

R 

a região triangular de vértices (2, 9), (2, 1), (=2, 1). 
29 Í f xy? dA; 

R 


a região triangular de vértices (0, 0), (3, 1) e (- 2, 1). 
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30 ff © +0 da; 


“a região entre os gráficos de y = senx e y = cosx 
dex=0ax=7/4. K 


31 [f cos xy dA; 
R 


a região delimitada pelos gráficos de y = 22,y = 0 
ex=2 


32 fes da; 
R z 


a regiáo delimitada pelos gráficos de y = 2x, 
y=-xey=4 
Exercs. 33-38: Esboce a região R delimitada pelos 
gráficos das equações dadas. Se f é uma função con- 
tínua arbitrária em R, expresse Í f f(x,y) dA como 
R 


soma de duas integrais iteradas do tipo usado em (a) 
Teorema (17.8)(1) e (b) Teorema (17.8)(ii). 


33 8y Er o y-as4. 4r+y=9 

34 x = 2vy, V3x = vy, y=2x+5 
338x=vV3-y, y=2, x+y+3=0 
36 x+2y=5, x-y=2, 2x+y=-2 


37 y=, y=Inx, x+y=1, x+y=1+e 
38 y =senx, ny = 2x 


Exercs. 39-44: Esboce a região de integração para a 
integral iterada. 


2 


2 4-x 
3f 1 y) dy dx 
PA x-2 
of f, 169) dy dx 
af jo “FG, y) de dy 


= 2 a 
42 Í, JE f(x, y) de dy 


45 É i e) dy dx 


af K, fh. y) Eu de sã dio 


2 In y 
4 f fE y) ax dy 
E sen y 


Exercs. 45-50: Inverta a ordem de integração e cal- 
cule a integral resultante. 


46 Nm sen x? dx dy 


47 f foy cos? de dy 88 f ydd 
y 


8 2 

49 E dy d 
aa S 
Re 4 2 

s0 f f y* cos (xy) dy as 


Exercs. 51- 52: Podes e usar a integração numérica 


para apro/ircar F f f(x, y) dx dy fazendo pri- 
meiro G(y) = T f(x,y) dx e aplicando então a regra 


b 
do trapézio ou a regra de Simpson af G(y) dy. Para 
a 
achar cada valor G(k) necessário para essas regras, 
4 
aproxime f f(x, k) dx. Use este método e a regra do 
€ 


trapézio com n = 3 para aproximar a integral dada. 
E ES S 

e*Y dx d 
SS, y 


wa ; 
2 3 
+ dx d 
52 f f, sen (1? + y?) de dy 
Exercs. 53-54: Use o método descrito para os Exer- 


cícios 51-52 e a regra de Simpson com n = 2, para 
aproximar a integral dupla. 


1 
sf f cos (xºe”) dx dy 
0% 


dx d 
TE Y dl 


AZ 


Figura 17.15 
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17.2 ÁREA E VOL 


IS RO) A 


Na Seção 17.1 vimos que se f (x, y) = 0 e se fé contínua, então 
o volume V do sólido compreendido sob o gráfico de z = F(, y) 
e sobre uma regiáo R, do plano-xy é dado por 


(x) 


b b a 
Y AG) df f 1069 dy de 


1 


em que A(x) é a área de uma secção transversa típica do sólido 
(ver Figura 17.9). Nesta seção estudaremos um método para 


- interpretar esta fórmula de V como um limite de somas (duplas). 


Pela fórmula “volume por secções transversas” (6.13), 


b 
V = f Ax) de eim 2 A(u,) Ax, 


2 


em que P’ é uma partição do intervalo [a, b], ü, é um número 
arbitrário no k ™° subintervalo [x, 1%] de P? e Ax =x,=%X, ¡> 
De acordo com a Figura 17.15, A(u,) Ax, é o volume de uma 
lámina L, com face paralela ao plano-yz e base retangular de 
largura Ax, no plano-xy. Assim, o volume V é o limite de uma 
soma de volumes de tais láminas. 


: b 80) 
A integral iterada V = Í f f(x,y) dy dx pode expressar- 
8) 


a 


se também em termos de limites de somas. Primeiro aplicamos a 
definição de integral definida como a seguir. Se x está em [a,b], então 


8) 
A(x) = (x, y) dy = lim (x, v) Ay. 
Lar TER perit>o 21 gi 


Figura 17.16 


Ay 
y = 8,(x) 
VS & (x) 
> 
a b x 
Figura 17.17 


Volume como limite de somas 
duplas (17.9) 
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em que P”” é uma partição do intervalo-y L8,60), g,(0)], v, é um 
número arbitrário no ¡”" subintervalo De. y] de P “e 
Ay;=);— Y;-1: Logo, para cada u, em [a, b], 


Alu) = lim à 
(a) = im Y fue v) A, 


Consequentemente, 


a 
V =| A(x) dx = lim A Ax 
J, a e aa 


= lim lim up v) Ay | Ax 
Rod pd a o 


Desconsiderando os limites nesta fórmula, obtemos uma soma 
dupla 


nt 3 2 fu, v) Ay, Ax, 


k 


Referindo-nos à Figura 17.16, vemos que f (up v) Ay, Ax, é o 


volume de um prisma de área de base Ay, Ax, e altura f (up v). 


A soma dupla pode ser interpretada como a seguir. Mantendo x 
fixo, somamos os volumes dos prismas na direção do eixo-y, 
obtendo assim o volume da lámina ilustrada na Figura 17.15. Os 
volumes de todas essas lâminas são então somados na direção 
do eixo-x. Em certo sentido, a integral iterada faz isto e, ao 
mesmo tempo, toma limites quando as bases dos prismas tendem 
para pontos. Esta interpretação costuma ser útil para visualizar 
aplicações da integral dupla. Para enfatizar este ponto de vista, 
por vezes expressamos o volume como segue, em que ||P|| é o 
comprimento da maior diagonal das bases do prisma. 


“Asáreas também podem ser consideradas limites de somas 
duplas. Começamos denotando a integral dupla ff R 1 dA por ff, 
dA. Se R é a região R, na Figura 17.17, então, pelo Teorema 


(7390, 


fas =$ 5 


R a ga) 


E 1 dy dx -f D Jio E 


8) 


b 
E f [8,60) e gœ) dx 


O que, de acordo com o Teorema (6.1), é igual à área A de R. 

- Fórmula análoga vale se R é uma região R,. Tudo isto é também 

“evidente pela definição de integral dupla, pois, se f(x,y)=1em 

toda a R, então a soma de Riemann da Definição (17.3) é uma 

: soma de áreas de retângulos em uma partição interior P de R. 

Quando a norma ||P|| tende para zero, esses retângulos cobrem 
mais e mais de R, e o limite é igual à área de R. 


Se se utiliza uma integral iterada para achar uma área, ela 
pode ser considerada como um limite de somas duplas da mesma 
maneira que no caso de volume. Especificamente, tal como em 
(17.9), com f(x, y) = 1, temos o seguinte resultado. 


Área como limite de somas 
- duplas (1 7.10). 


Tal como para funções de uma variável (ver Diretrizes 
(6.3)), podemos empregar o seguinte método intuitivo para 
“memorizar a fórmula (17.10) do limite de somas. 


Diretrizes para achar a área 
de uma região R, por meio de 
uma integral dupla (17.11) 
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© | (i) 
AY AY 


=gh) 


y=g(x) 


I 
1 
i 
i 
1 
1 
1 
i 
a b 


Figura 17.18 


É importante lembrar que, ao aplicarmos as Diretrizes 
(17.11) a uma região R „ a primeira integração é em relação a y 
e a segunda em relação a x. Podemos, naturalmente, obter a área 
da região da Figura 17.18 pelos métodos da Seção 6.1. À razão 
para utilizarmos uma integral dupla é adquirir prática em lidar 
com limites de somas duplas. Esta mesma técnica será empre- 
gada em problemas que não podem ser resolvidos por métodos 
de uma variável. 


EXEMPLO 1 


Ache a área A da região do plano-xy delimitada pelos gráficos 
de 2y =16 =x ex + 2y =4. 


SOLUÇÃO 


Seguindo a diretriz 1, esboçamos a região e um retângulo típico 
de área dydx, conforme Figura 17.19(i). Resolvemos as equa- 
ções em relação a y em termos de x e rotulamos as fronteiras da 
regidoy =2- jx e y=8- F 


Tal como na diretriz 2, a integração parcial 
8 — (1/2) 8 — (72) 
f dy dx = | Í o | dx 
2>(4/2) 2 — (1/2) 
representa a soma dos elementos de área dydx da fronteira 


inferior até a fronteira superior. Isto nos dá a área do retángulo 
vertical na Figura 17.19 (ii). E 
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Do a (D a 


Figura 17.19 


Finalmente, utilizando a diretriz 3, aplicamos o operador 
4 


f , O que equivale a tomar um limite de somas desses retângu- 
mB us TE 


los verticais de x =-3Jax=4: 


40 8 (7) 4 8- (1/2) 
A = y E d dx = dx 
nie frio 4 Í, [Y J-e 
4 20 
E E XA 
a Es z) es 
4 
E 343 
a do o CA 


Damos a seguir, para regiões R, diretrizes análogas a (17.11). 


Diretrizes para achar a área 
de uma região R, por meio de 
uma integral dupla (17.12) 


ti) 


UN 
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(ii) 
Ay 


mr 


> 
x 


Figura 17.20 


> 
x 
(ii) 
AY 
| y- 
x 
| x+y=2 
Figura 17.21 


Note que, ao aplicar as Diretrizes (17.12) a uma região R,, a 
primeira integração é em relação a x e a segunda em relação a y. 


EXEMPLO 2 


Ache a área A da região do plano-xy delimitada pelos gráficos 


dex=y,x+y=2ey=0. 


SOLUÇÃO 


A Figura 17.21(1) é um esboço da região, juntamente com um 
retângulo de área dxdy. Tal como na Diretriz 2 de (17.12), a 
integração parcial 


2-2 2-y 
dx dy = dy 
7 aca = [57] 
representa a soma de elementos de área dxdy da fronteira esquer- 


da para a fronteira direita. Isto nos dá a área do retângulo 
horizontal da Figura 17.21 (1): 


` 1 
De acordo com a diretriz 3, aplicamos o operador f , O que 
0 


equivale a tomar um limite de somas desses retângulos horizon- 
tais dey=0ay=1: 


1 2-y 1 2-y 
ae AE dx dy =[ [x], dy 


1 2 
Ea GG RPA A SER sor a 
=f (2-» Dala > al 
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Poder-se-ia também achar a área aplicando o Teorema 
(17.8)(1); entretanto, em tal caso, seria necessário dividir R em duas 
partes por meio de uma reta vertical por (1, 1). Teríamos então 


1 Vx 2 2-x 
a=f f daf f dy dx 


Nos dois próximos exemplos vamos calcular volumes por 
meio de (17.9). 


EXEMPLO 3 


Ache o volume V do sólido do primeiro octante delimitado pelos 
planos coordenados, pelo parabolóide z = x? + y? + 1 e pelo plano 
2x+y=2. ; 


SOLUÇÃO 


De acordo com a Figura 17.22(i), o sólido está abaixo do 
parabolóide e acima da região triangular R do plano-xy delimi- 
tada pelos eixos coordenados e a reta y = 2 — 2x. 


Pela Definição (17.4), com f(x, y) =42 + y?+ 1, 


A a 


Podemos interpretar esta integral como um limite de somas 
duplas, como em (17.9), e calculá-la utilizando as Diretrizes 
(17.11). Representando dA por dydx, entáo 


(2 +y’ + 1) dy dx 


representa o volume do prisma ilustrado na Figura 17.22(i). A 
Figura 17.22(1i) mostra a região R do plano-xy e um retângulo 
correspondente à seguinte integração parcial em relação a y 
(mantendo-se x fixo): 


De Ea 2-x 
f (x° +y? +1) dy dx = S (x? + y? + 1) dy | dx 
0 0 
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(1) secs M) 


e y=2-2x 
X 
Sliny) r 
Sao =y X 
y “dy PEE 
xX 
y 


Figura 17.22 


Esta fórmula representa a soma de volumes de prismas (x? + y? 
+ 1) dy dx na direção paralela ao eixo-y e dá o volume de uma 
lâmina cuja faces é paralela ao plano-yz. Finalmente, aplicamos 


o operador f, isto é, tomamos um limite de somas desses volu- 


mes laminares de x = 0ax= 1. Assim, 
V= 44, ae 
2-2x 
=) [4 y al dx 
T (— Ex + 10x? — 10x + 2) dx 
0 


y 1 
= A be — 5x + x] =# 
6 3 Ee. 


Podemos também achar V integrando primeiro em relação 
a x; a integral iterada toma então a forma 


Q-y/2 


V = SS, (+ y? +1) d dy 


EXEMPLO 4 


Ache o volume V do sólido que está no primeiro octante e é 
Retido pelos três planos coordenados e pelos cilindros 
x +y)=9ey)+27=9. ' 
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(i) 


Figura 17.23 


SOLUÇÃO 


O cilindro y? + 22 = 9 tem raio 3 e eixo sobre o eixo-x, com a 
parte no primeiro octante acima do plano-xy, conforme se vê na 
Figura 17.23(1). O cilindro x? + y? = 9 tem raio 3 e eixo ao longo 
do eixo-z, com a parte no primeiro octante interceptando o 
plano-xy em um quarto de círculo. Assim, o sólido está situado 
abaixo do gráfico dez = V9 — y? e acima da regiáo R exibida 
na Figura 17.23(ii). Pela Definicáo (17.4), 


V = [vF da 
R 


Cos 
Az AY 


xy 


Podemos considerar a integral como um limite de somas 
duplas de volume de prismas do tipo exibido na Figura 17.23(i). 
Primeiro somamos na direção do eixo-x dex = 0 ax =V9- 

(A Figura 17.23(ii) mostra uma faixa no plano-xy correspon- 
dente a esta primeira somação). Esta soma nos dá o volume de 
uma lâmina cuja face é paralela ao plano-xz. Somamos então 
estes volumes laminares na direção do eixo-y de y=0ay=3. 
Utilizando uma integral iterada, temos 
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Poderíamos também calcular a integral dupla integrando 
primeiro em relação a y; todavia, esta ordem de integração é 
muito mais complicada. 


EXERCÍCIOS 17.2 


Exercs. 1-4: Estabeleça uma integral dupla iterada 
para achar a área da região. 


1 y el 3 Ay 


x= y, y-=x=2, y =-2, y=3 


Exercs. 5-12: Esboce a região delimitada pelos gráfi- 
cos das equacóes e ache sua área utilizando uma ou 9 y=x, y =3x, x+y=4 
mais integrais duplas. i 


10x-y=-1, 7x-y=17, 2x+y=-2 
5 y=1/2, y=-x*, x=1, x=2 


M4 y=eé, y=senx, x=-T, X=T 


6 = Vx, ==X, x=1, x=4 
7 $ 12 y=x, y =1/0é +1) 


7 y=-x, x—y=4, y=-1, y=2 
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Exercs. 13-16: Estabeleça uma. integral dupla para 16: 


calcular o volume do sólido. 


13 


14 


15 


Exercs. 17-20: A integral dupla iterada representa o 
volume de um sólido sob uma superfície S e sobre uma 
região R do plano-xy. Descreva S e esboce R. 


42 E 
17S J 39d 
13-% 
8f f V25 -x - y? dy dx 
1 1l- E 
DI f ES 
4 yy 
20f J V +y dx dy 


Exercs. 21-22; Ache o volume do sólido situado 
abaixo do gráfico da equação e acima da região do 
plano-xy delimitada pelo polígono de vértices dados. 


21 z= 4x7 + y?; (0, 0), (0, 1,2, 0), (2, 1) 
22 z =x + 4y?; (0, 0), (1, 0), (1, 2) 


Exercs. 23-30: Esboce o sólido no primeiro octante 
delimitado pelos gráficos das equações e ache seu 
volume. 


23 +2=09, y=2x,y=0,  z=0 
242=4-%,  x+y=2,x=0, y=0,z=0.- 
25 2x+y+2=4, x=0, y=0, z=0 


26 y=2, y=x x=4, z=0 
27z=x2 +y, y=4-x, x=0, y=0,z=0 
28 z= y”, PEJE, x=0, z=0, y=1 


29 2=%, x=4yY, 16y=x, Z= 
30 +y =16, x=2, y=0, = 


Exercs. 31-32: Ache o volume do sólido delimitado 1 1 


pelos gráficos das equações. 
3l1z= +4, y=4-x, x+y=2, 
32 y=x, ye, z-x-y=4, 
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0 


4 
o 2 


A 

ren 
~ 

A 


1 
com Ax,= q == k-z,ev;= 7] 
para k = 1, 2,3,4 ej = 1,2. 
33 f(x, y) = sen [cos (29)] 
34 f(x, y) = vx + y 


z=0 
z=0 


Exercs. 33-34: Ref. (17.9). Aproxime o volume 
1 1⁄2 
V =f S f (x, y) dy dx para a função fdada, utilizando 
i : 


Figura 17.24 AA =F Ar A9. 


Nesta seção veremos como calcular uma integral dupla sobre 
uma região R delimitada por gráficos de equações polares. 
Consideremos primeiro a região polar elementar da Figura 
17.24, delimitada por arcos de círculos de raios 7, € F,, com 
centros na origem, e por dois raios emanados da origem. Se AO 
é a medida em radianos do ângulo entre os raios e se 
Ar =r, — r, então a área A À da região é 


AA = 112 AQ- trê AÐ 


1 
2 
Esta fórmula pode também ser escrita - 

AA = (17 — rf) AO = 2 (7, + 1 Mr, — n) 40 
Denotando por 7 o raio médio 5 (7, + ,) então 


NA SER AR AO: 


Em seguida, consideremos a região R do tipo ilustrado na 
Figura 17.25 (i), delimitada por dois raios que fazem ângulos 
positivos a e com o eixo polar, e pelos gráficos de suas 
equações polares r = g,(0) e r= g,(0), em que g, € 8, são funções 
contínuas e g,(0) = g,(0) para a <0 sf. Se R é subdividida por 
meio de arcos circulares e raios conforme Figura 17.25(ii), então 
a coleção de regiões polares elementares R,, R,, ..., R, que estão 
completamente dentro de R é chamada uma partição polar 
interior P de R. A norma ||P]| da partição é o comprimento da 
maior diagonal dos R,. Escolhido um ponto (r,, O D em R, tal que 


r, seja o raio médio, então 


AA, =r, Ar AO, 
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D A 


Figura 17.25 


Se f é uma função contínua das variáveis polares r e 6, 
então pode-se provar o seguinte. 


Teorema de cálculo (17.13) 


Note que o integrando à direita de (17.13) é o produto de f (r, 8) 
e r: Isto porque AA, é igual a r, Ar, A0, 


Podemos considerar a integral iterada (17.13) um limite 
de somas duplas. Primeiro, mantemos 0 fixo e somamos ao longo 
da região em forma de cunha exibida na Figura 17.26, do gráfico 
de g, até o gráfico de g,. Para a segunda somatória, varremos a 
região fazendo O variar de a a B. A integral iterada denota o 
limite dessas somas quando ||P|| — 0. 


“Se f(r, 0) = 1 em toda R, então a integral em (17.13) é igual 
à área de R. Isto decorre também do que vimos no Capítulo 13, 
pois, após efetuar a integração parcial em relação a r, obtemos 
a fórmula do Teorema (13.11). 


EXEMPLO 1 


Ache a área da região R exterior ao círculo r = a e interior ao 
círculo r = 2a sen 8. 


Figura 17.26 


r=2asen6 


Figura 17.27 


r =a sen20 


Figura 17.28 
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SOLUÇÃO 


A Figura 17.27 é um esboço da região, juntamente com uma 
cunha típica de regiões polares elementares obtidas somando-se 
da fronteira interior r = a à fronteira exterior r = 2a sen 6. 
Varremos então a região fazendo 6 variar de 1/6 a 57/6. (Um 
erro comum consiste em fazer O variar de O a TT. Onde está o 
erro?) 


Pelo Teorema (17.13) com f (1,0) = 1 
a i 5 7/6 pla sen O 
a=-ffa-f f| rea 
R 1/6 a 


Para simplificar o cálculo, podemos utilizar a simetria de R em 
relação ao eixo-y. Neste caso, fazemos 0 variar de 1/6 a 1/2 e 
duplicamos o valor da integral. Assim, 


ajja =f f arde 

CR pi 
af ppa af (atscnt tan dð- 
n/6 2 


sa o-s ame [3-0 [5-5 |] 


n/2 en 
=a Í (aa =a] (1-2 cos 20) do 
n/6 


EXEMPLO 2 


ER a área da região R delimitada por um laço da lemniscata 
=q sen 29, a>0. 


SOLUCÁO 


A Figura 17.28 ilustra a lemniscata, juntamente com uma cunha 
de regióes polares elementares obtida somando-se da origem 
(r=0) à fronteira r? = a? sen 20 de R no primeiro quadrante. 
Varremos então o laço fazendo O variar de 0 a 1/2. (Note que r 
não é definido se 1/2 < 0 < T ou 37/2 < 0 < 27.) 


Fórmula de mudança de 
variáveis (17.14) 


AY 
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Figura 17.29 


Pelo Teorema (17.13), 


A=Jf as = r Enea dr do 
A e | 


An pieg” do = 1 [O 2 sen 20 de 


o L? e 0 
EN Pe EE so A 
= ¿[cos 26 1, = 4-1 — 1) =54 
ll 
Sob condições adequadas, uma integral dupla iterada em 
coordenadas retangulares pode ser transformada em uma inte- 
gral dupla em coordenadas polares, Primeiro, substituímos as 
variáveis x e y no integrando por r cos 6 e r sen 6. Em seguida, 
na integral iterada, dydx ou dxdy é substituído por r dr dO ou r 
dO dr. A fórmula seguinte indica a forma de um integrando 


típico. O sinal de integral dupla Jf a deve ser substituído por sinais 
convenientes de integrais iteradas, e dA = dxdy por r dr dB. 


Se o integrando f(x, y) de uma integral dupla /j nf (x,y) dA 
contém a expressão x? +y? ou se a região R envolve*arcos 
circulares com centros na origem, então a introdução de coor- 
denadas polares em geral conduz a um cálculo mais simples, 
porque x? + y? = 1? e os arcos circulares têm equações da forma 
r = k, O exemplo seguinte ilustra o caso. 


EXEMPLO 3 


Utilize coordenadas polares para calcular 


a Vê - 
f R | (x? + yaya dy dx 


SOLUÇÃO | 


A região de integração é delimitada pelos gráficos de y = O (o 
eixo-x)ey = Va? =x? (um semicírculo), conforme Figura 17.29. 
Primeiro substituímos no integrando x? + y? por r? e dydx por 
rdrdo. Em seguida, passamos os limites para coordenadas 
polares. Referindo-nos à Figura 17.29, vemos que 
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y dy de= [ f rirdrdo 


As coordenadas polares também podem ser usadas para 
integrais duplas se R é uma região do'tipo ilustrado na Figura 
17.30(i). Neste caso R é delimitada pelos arcos de dois círculos 
de raios a e b e pelos gráficos de duas equações polares e, em 
que h, eh, são funções contínuas h (r) = har) paraa srs b. Se 
fé função de r e ese fé contínua em R, então o limite em (17.13) ` 
existe e a fórmula de cálculo é dada no próximo teorema. 7 
(1) (ii) 
i 0 =h,(r) 


O 


Figura 17.30 


Teorema de cálculo (17.15) 


A integral iterada no Teorema (17.15) pode ser interpreta- 
da em termos de limites de somas duplas. Primeiro mantemos r 
fixo e somamos ao longo de um arco circular ilustrado pela 
região cinza da Figura 17.30(11). Em seguida, varremos R so- 


mando termos que correspondem ás regióes em forma de anel, 
der=aar=b. 
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r0=1 


Figura 17.31 


EXEMPLO 4. 


Ache a área da menor das regióes delimitadas pelo eixo polar, 
pelos gráficos der = 1 e r = 2 e pela parte da espiral 
r8=1d0=Za0=1. 


SOLUCÁO 


A Figura 17.31 mostra a regiáo R juntamente com um anel de 


regióes polares elementares. Apliquemos o Teorema (17.15) 


comf(r,0)=1:.. 


: ta -ff da -f s r dð dr 
E e a 917 dr = i r E dr 
a 1 | lo 1 r 
pa pirs , 
=/ a le a 


Tal como na seção precedente, se f (x, y) = 0, o volume V 
do sólido compreendido abaixo do gráfico de z = f (x,y) e acima 
de uma região R no plano-xy é dado por 


V = [f fx, y) da 
Às vezes é conveniente calcular esta integral dupla utilizando 
coordenadas polares, como no próximo exemplo. 


EXEMPLO 5 


Ache o volume V do sólido delimitado pelo parabolóide 
z=4-x?-y? e o plano-xy. 


SOLUÇÃO. 


A Figura 17.32(i) ilustra a porção do sólido no primeiro octante. 
Por simetria, basta achar o volume desta porção e multiplicar o 


“resultado por 4. 


A região R do plano-xy é delimitada pelos eixos coorde- 
nados e por um quarto do círculo de equação polar r = 2, 
conforme Figura 17.32(ii), na qual também se ilustra uma cunha 
de regiões polares elementares. A base do prisma na Figura 
17.32(i) corresponde a uma região polar elementar. Podemos 
obter o volume do sólido fazendo 7? = x? + y? e a mudança de 
variáveis dada pela Fórmula (17.14). 
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< 
1 


4 [f 4-2- da 
R a 


7/2 2: l 
af f (4 — P) r dr de 


n/2 2 m/2 
-4f [irra ea 448 = 16 [6] = 87 


1/2 
0 


=, 


x 
Figura 17.32 


O mesmo problema, posto em termos de coordenadas 
retangulares, conduz à integral dupla seguinte: 
2 V4-x A > 
E AR a Ee, _ ES 
vee xy?) dA a (4 —x*- y”) dy dx 


O cálculo da última integral deve ser suficiente para convencer 
qualquer um da vantagem do uso de coordenadas polares em 
certos problemas. i . 
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EXERCÍCIOS 17.3 


Exercs. 1-6: Expresse a área da regiáo como uma 4 
integral dupla iterada em coordenadas polares, utili- 
zando a simetria sempre que possível. 


r=3-sen 0 


1 l , 


r=4sen6 


2 
r=-4 cos 60 r = 4 cos 20 


r=1+2cos0 (5, arctg 5 


r=4csc0 


Exercs. 7-12: Use uma integral dupla para achar a 
área da região da forma indicada. 


7 Um laço der = 4 sen 30 

8 Um laço der = 2 cos 40 

9 Interior ar =2 -2 cos 0 e exterior ar = 3 

10 Delimitada por r = 3 + 2 sen 0 

11 Um laço de +? = 9 cos 20 

12 Interior ar = 3 sen 9 e exterior ar = 1 + sen O 


Exercs. 13-24: Por meio de coordenadas polares, 
calcule a integral. 


13 || (2 +92 da; 
R 


R limitada pelo círculo xX? + y? = 4. 


14 || 262 + y? da; 
R + 
R limitada pelo sémicírculo y = V1 — x? e eixo x. 
at 
15 Jj T 2 dA; 
RH PY 


Ré a região anular limitada por x? +y? = 42 ex? + 
y=b,0<a<b. 


16 |Í œ + y) d; 
R 


R limitada pelo círculo x? + y? = 2y. 


17 || +y? ds; 
R 


R limitada pelo triângulo de vértices (0, 0), (3, 0), 
(3,3). : 


18 ff yx? + y? dA; 
R 
R limitada pelo círculo y = V2x — x? e a linha y =x. 


E Vá E x 
19 | J +) dy dx 
-a 


a NZ 
20] 1. (2 + y? dy dx 


aio 
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ap EF ah 
: e 
oo y 
2 N4- y 
23 |” cos @ +y) ax dy 
0 0 


a, dx d 
o Ny - y y á 

Exercs. 25-30: Por meio de coordenadas polares ache 
o volume do sólido que tem a forma de Q. 


25 Q é a região interior à esfera x? +y’ + 2 =25.8 
exterior ao cilindro x? + y? = 9, 


26 Q é cortado do elipsóide 4x? + 4y2 + 2 = 16 pelo 
cilindro 2 + y? = 1. 

27 O é delimitada pelo cone 2 = x? + y? e o cilindro 
d2ry=x, ' 

28 Q é delimitada pelo parabolóide z= 4x2 + 4y 0 
cilindro x? + y?= 3y e o plano z = 0. 


` 


290 é a maior região interior à esfera 
x? +y? +27? =16 e ao cilindro x? + y? = 4y. 


30 Q é delimitada pelo parabolóide z = 9 -x - y? e 
pelo plano z = 5. 


31 Seja R, a região delimitada pelo círculo 


xX? +y? = d. Definindo 


F K E) dx dy =lim Mesas 
Pe a l 


calcule a integral dupla imprópria. 


32 (a) Pode-se provar, por métodos mais avançados, que 


Use este fato e o Exercício 31 para mostrar que 


NN Z 
e* dx = NT. Interprete este resultado geo- 


metricamente. 


(b) Utilizando a parte (a), prove o seguinte resul- 
tado, importante ao campo da estatística: 


$ 


E. 
E dx = 1 
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Exercs. 33-34: Às vezes podemos calcular uma inte- Ré a região no primeiro quadrante delimitada pelo 
gral dupla transformando-a em uma integral simples. círculo xX? + y? = 4 e os eixos coordenados. 

(a) Utilize coordenadas polares para transformar a 3 

integral dupla dada em uma integral simples envol- 34 Í f sen Vx? + y? dA; 

vendo apenas uma variável r. (b) Use a regra de R 


Simpson com n = 4 para obter uma aproximação da 


integral simples. 


33 ff Vi + (+97 da; 
AR 4 


+ 


Figura 17,33 


Definição (17.16) 


Ré a região delimitada pelo semicírculo 
x=VI-yí e o eixo-x. 


17.4 ÁREA DE UMA SUPERFÍCIE | 


Na Secáo 6.5 estabelecemos fórmulas para a área de uma 
superfície de revolucáo. Estudaremos agora um método para 
achar áreas de superfícies mais gerais. Suponhamos que f (x, y) 
> 0 em toda uma região R no plano-xy e que f tenha derivadas 
parciais primeiras contínuas em R. Denotemos por $ a porção 
do gráfico de fcuja projeção no plano-xy é R, conforme ilustrado 
na Figura 17.33. Para simplificar, admitiremos que não haja 
nenhum vetor normal a S paralelo ao plano-xy. Queremos definir 
a área A de $ e obter uma fórmula para calcular A. 


Seja P = (R,) uma partição interior de R, e sejam Ax, e Ay, 
as dimensões do retângulo R, Para cada k, escolhamos um ponto 
arbitrário (x, Y, 0) em R, e seja B (Xp Yp f (Xp y,)) O ponto 
correspondente em S. Consideremos em seguida o plano tangen- 
te a § em B, (ver Figura 17.33), e sejam AT, e AS, as áreas das 
regiões no plano tangente e em S, respectivamente, obtidas 
projetando-se R, verticalmente para cima. Se a norma ||P]| da 
partição é pequena, então AT, é uma aproximação de AS, e 


3 AT, é uma aproximação da área A de $. Esta aproximação 
k 


deve melhorar à medida que ||P|| tende para 0, o que nos leva à 
seguinte definição. 


Para achar uma fórmula de integral para À, escolhamos (x, 
Yp 0) como o canto de R, mais próximo da origem. De acordo 
com a visão isolada de AT, da Figura 17.34, consideremos os 
vetores a e b com ponto inicial B (xp Yp f (Xp Y,)) tangentes aos 
traços de S nos planos y = y, e x = x, respectivamente. Pelo 
Teorema (16.10), os coeficientes angulares das retas determina- 
das por a e b nesses planos são f(x,, y,) € f Xp Yp), respectiva- 
mente, Segue-se que 
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a = Axi + fC y) Ax,k 


b= Ay + $0, > Y) Ay, K 


Pela Secáo 14.4, a área AT, do paralelogramo definido por a e 
b é lla x b||. Como 


j k 
axba= Ax, 0 Ly Ya Ax, 
0 Ay, fo Yy) Ay, 

temos e 


axb=-f(x,, y) Ax, Ap, i-£/(%, > Y ¿) AX, Ay, j + Ax, Ay, K 


mo 


Figura 17.34 


Conseqüentemente, 


AT, = lla x bl] =V [F E&Y) + Epy +1 Ax, Ay, 


onde Ax, Ay, = AA, Se, como em (17.16), tomarmos o limite de 
somas dos AT, e aplicarmos a definição de integral dupla, 
obteremos o seguinte: 


integral para a área de uma 
superfície (17.17) 


A fórmula (17.17) é válida também se f (x, y) < 0 em R. 
EXEMPLO 1 


Seja R a região triangular no plano-xy de vértices (0, 0, 0), (0, 
1, 0) e (1, 1, 0). Ache a área da superfície da porção do gráfico 
de z = 3x + y” que está acima de R. 

SOLUÇÃO 


A região R no plano-xy é limitada pelos gráficos de y = x, x = O 
e y = 1, conforme Figura 17:35. Fazendo f (x, y) = 3x + ye 
aplicando (17.17), temos 


1 
e vVZ+(0y7+1 = 
A I TEO +Í dA J J 004472 de dy 


(0, 1) 


-f (10 + 4y?)2 [rh dy -f (10 + 4y?) y dy 


xy 


1 3/2 4032 i 
Š | 5 (10 + 4y2P2 | = E = 1,7 unidade de área 


Figura 17.35 9 


496 Cálculo com Geometria Analítica Cap. 17 


EXEMPLO 2 
Ache a área da superfície do parabolóide z =4— x2 — y paraz> 0, 
SOLUÇÃO 


A Figura 17.36(1) ilustra o parabolóide. Aplicando (17.17) com 
fœ y) = 4-1? -y temos 


A=[[Vex?+E2yr+1 dA 
> 
= (f V4? + 4y? +1 dA 


em que R é a região do plano-xy delimitada pelo círculo 
x? + y? = 4. Por simetria, podemos achar a área correspondente à 
parte de R no primeiro quadrante, conforme Figura 17 -36(ii) e então 
multiplicar este resultado por 4. Com uma integral iterada, temos 


4-4 


ADI] CAMA dd 


(i) (ii) 


AY 


«Y 


Figura 17.36 


Seria muito trabalhoso calcular diretamente esta integral; pas- 
samos, pois, para coordenadas polares e procedemos como a 
seguir: 


n/2 2 


A el Í vår? +1 rdrd8 


m/2 i 2 
=f [3 6*+D] 09 
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: 


m/2 
= af 2 (172-1) do. 


e! 1/2 


Sap Tan z 
( 1) | 0 h> E (172 - 1) = 36,2 


E 


a A E 


Podem-se estabelecer fórmulas análogas a (17.17) no caso 
de a superfície ter projeções convenientes nos planos yz ou xz. 
Assim, se S é o gráfico de uma equação y = g(x, z)esea projeção 
no plano-xz é R,, então 


A = I Vis DP + Ig, zP + 1 dA 


Pode-se estabelecer fórmula análoga se Sé dado por x= hb, z). 


EXERCÍCIOS 17.4 


— aaa 


Exercs. 1-4: Estabeleça uma integral dupla iterada 
para calcular a área da parte do gráfico da equação 
situada acima da região R no plano-xy e com a fron- 
teira indicada. Utilize a simetria sempre que possível. 


1 X+y+2=4; 

quadrado de vértices (1, M (1-1) 1,1) = 1,-1) 
2 *-y+2=1; 

quadrado de vértices (0, 1), (1, 0), (— 1,0), (0,—1) 
3 362 =16x” + 9y? + 144; 

círculo de centro na origem e raio 3 
4 9y=225% + 25%; 

triángulo de vértices (0, 0), (3, 5), (23, 5) 


Exercs. 5-6: Ache a área da parte do gráfico da 
equacáo que está acima da regiáo R no plano-xy que 
tem a fronteira indicada. 


1 
52=y+3%; 


quadrado com vértices (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1) 
6 z=y; 
triângulo com vértices (0, 0), (0, 2), (2, 2) 


7 Corta-se uma parte En po (va) + (y/b) + (2/c) = 1 
pelo cilindro x? + y? , em que a, b, c e k são 
positivos. Ache a área ada Gate cortada. 


8 Ache a Area da parte, no primeiro getant do 
cilindro y” + 2 = 9 interior ao cilindro 1? + y? = 9 
(ver Figura 17. 23). 


Exercs. 9-12: Ache a área da superfície S. 


9 Séa parte do parabolóide z = x? + y? cortada pelo 
plano z = 1. 


10 Sé a parte do plano z = y + 1 interior ao cilindro 
A+y=1. 


11 Sé a parte da ler xX +y? +2 = æ interior ao 
cilindro x? + y? = ay. 


12 S é a parte, no primeiro octante, do parabolóide 
hiperbólico z=x?—y? interior ao cilindro 
x+y2=1. 


13 Uma tenda em forma de cúpula deve ter o chão 
circular com raio de 5 m e teto em forma do gráfico 
dez =7- = (12 +y2),2>0. Aproxime o número 


de metros quadrados de material necessário para 
construir a tenda. (Desconsidere perdas ou super- 
posição de material.) 


14 Um gerador de Van de Graaff pode produzir mi- 
lhões de volts de eletricidade estática e grandes 
centelhas. Parte do gerador consiste em uma capa 
metálica esférica com um orifício circular feito na 
base. A carga total C (em coulombs) gerada é dada 
por C = A, em que A é a área da superfície 
metálica e ô é a densidade de carga por área na 
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superfície. Suponha que a esfera possa ser repre- [Cl Exeres, 15-16: Ref. Exercícios 5 1-52 da Seção 17.1. 
sentada porx? +y? + 22= 1, e que o furo seja obtido Use a regra do trapézio com n = 2 para aproximar a 


pela intersecgáo do cilindro x? + y? = * com a área da parte do gráfico de f que está acima da região 
quadrada R de vértices dados no plano-xy. 


esfera, para z < 0, e x, y e z sejam medidos em 
eros Po O o La 107 coulomb/m?, 15 f(x, y) = 5 x? + cos y; (0, 0), (0, 1), (1, 1), (1,0) 
(Este valor de C corresponde a um potencial de 

voltagem de aproximadamente 1,35 milhão de 16 f(x, y) = 1%; z f D, G, 3, G, D, 3, 3 
volts.) 


Podemos definir as integrais triplas para uma função f de três 
variáveisx, y, z utilizandoum processo de quatro passos análogo 
ao apresentado na Seção 17.1 para funções de duas variáveis. O 
caso mais simples ocorre se fé contínua em toda uma região em 
forma de paralelepípedo Q em três dimensões do seguinte tipo: 


Q=1(%,),2):asxsb,c<y<d,mszsn) 


A Figura 17.37(i) ilustra uma posição possível de Q. Dividin- 
do-se Q em sub-regióes Q,, Qa- Q, por meio de planos 
paralelos aos três planos coordenados (ver Figura 17.37(ii)), 
então a coleção {Q} é uma partição P de Q. A norma ||P|| da 
partição é o comprimento da maior diagonal de todos os Q, De 
acordo com a Figura 17.37(iii), se Ax,, Ay, e Az, sáo as dimen- 
sões de Q,, então seu volume AV, é 


AV, = Ax, Ay, Az, 
(i) | (ii) (iii) 
42 Az eN AZ 


X 


Figura 17.37 


Integral tripla de f sobre Q 
(17.18) 
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Uma soma de Riemann de f para P é 
Ze f (Up Vo Wo) AV, 


em que (Uy Vy W,) é um ponto arbitrário em Q, A definição de 
limite de uma soma de Riemann, quando ||P|| — 0, é análoga à 
das funções de duas variáveis. Se o limite existe, é chamado 
integral tripla de f sobre Q e se denota por ff, f(x, y, z) dV. 
Com a notação de limite, temos o seguinte: 


Pode-se mostrar que, se Q é a região da Figura 17.37(i), então 
n d b 
Sir» adv =f f f Fœ y, z) d dy az 
| o. E mc ~a 


Calcula-se a integral iterada à direita começando pela integral 
mais interna e procedendo para fora. Assim, a primeira integra- 
ção é em relação a x (com y e z fixos), a segunda é em relação a 
y (com z fixo) e a terceira é em relação a z. Há cinco outras 
integrais iteradas iguais à integral tripla de f sobre Q. Por 


exemplo, integrando na ordem y, z, x, 


n d 
roya [162 wea 
Q 


Pode-se mostrar que, para o paralelepípedo Q da Figura 17.37(i), 
a ordem de integração é irrelevante. 


EXEMPLO 1 


Calcule ff] f (xy? + yz?) dV se 
0 : 


— Q={@ y, z: -1sxs1,3sy<4,0sz=2} 
SOLUÇÃO 


Das seis integrais iteradas possíveis, utilizaremos a seguinte: 


4.1 2 l 
La (xy? + yz?) dz dx dy 


SS, [rv a t 
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Az 


Xx 


Figura 17.38 


Teorema de cálculo (17.1 9) 


Cap. 17 


sd A zA 2 
=f f [ares (2) dx dy 
3-1 sa o 


4 A 
SA IN (2xy? + 4y) dx dy 


emo 
CS 0-0 


a l 27? 
=f dy 8 (| = 28 

. 3 3 
—K _ _Q_z8E E UOO 
As integrais triplas podem ser definidas sobre uma regiáo 
mais complicada do que um paralelepípedo. Suponhamos, por 
exemplo, que R seja a região do plano-xy que possa ser dividida 
em regiões R, e Re que Q seja a região em três dimensões 

definida por `` 


Q = {ay z): (1 WemRek(x,y)<z=< k(x, yy) 


em que k, e k, são funções dotadas de derivadas parciais primei- 
ras contínuas em toda a R. A região Q está entre os gráficos de 
z=k(x,y)ez= k(x, y) e sobre (ou sob) a regiáo R (ver Figura 
17.38). Subdividindo Q por planos paralelos aos trés planos 
coordenados, entáo as regióes (pequenas) em forma de parale- 
lepípedos resultantes Qo Oia Q, que estão completamente 
dentro de Q formam uma partição interior P de O. A Figura 17.38 
exibe um elemento típico Q, de uma partição interior de Q. 


Uma soma de Riemann de f para P é qualquer soma da 
forma 3 f Uo Vy W,) AV, em que (up Vo W,) é um ponto 
k 


arbitrário de Q, e AV, é o volume de Q, A integral tripla de f 
sobre Q é novamente definida como o limite (17.18). Se f é 
contínua em toda O, é possível provar o seguinte. 


Figura 17.39 


i 


z= k, (x,y) 
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A notação à direita de (17.19) significa que, após integrar 
primeiro em relação a z, calculamos a integral dupla resultante 
sobre a região R do plano-xy aplicando os métodos da Seção 
17.1. Assim, para uma região R, como a da Figura 17 860), 


b 3%) ar 


fre y,z)dV = JJ. S f(x, y, z) dz dy dx 


8,0) Uk (x, y) 


O símbolo à direita desta equação é uma integral tripla iterada. 
É calculada por meio de integrações parciais f (x, y, z) na ordem 
Z, y, x, com os limites indicados substituídos na forma usual. 
Analogamente, para uma região R, como a da Figura 17.8(ii), 


k (x, y) 


Mesa- Si Ty Dd dede dy 


1.0) 


É conveniente encarar qualquer uma das duas últimas 
integrals como um limite de uma soma tripla, 


Y Y Y Flu, vm) 82, dy, Ax, 
E SE 


em que a primeira somatório (em relação a k) corresponde a uma 
coluna de (pequenas) caixas, na direção paralela ao eixo-z, da 
superfície inferior (com equação z = k,(x, y)) para a superfície 
superior (com equação z = k,(x, y)), conforme ilustrado na 
Figura 17.39. As duas somatórias restantes se efetuam sobre a 
região R do plano-xy, de acordo com o que vimos no caso das 
integrais duplas na Seção 17.1. 


EXEMPLO 2 


Expresse ffo f (x, y, z) dV como uma integral iterada se Q é a 
região do primeiro octante delimitada pelos planos coordenados, 
pelo parabolóide z = 2 + x? + ¿ y? e pelo cilindro + y?= 1, 


SOLUÇÃO 


Como se vê na Figura 17.40(i), Q está sob o parabolóide e sobre 
o plano-xy. A região R no plano-xy é delimitada pelos eixos 
coordenados e pelo gráfico de y = VI — x”. A figura exibe 
também uma coluna que corresponde a uma primeira somatória 
sobre os di de volumes Az, Ay, Ax, na direção do 
eixo-z. 


Como a coluna se estende do plano-xy ao parabolóide, o limite 
inferior de integração em relação a z é z=0 e o limite superior 
EÉx=2+ + i y2. A segunda e a terceira integrações se 


efetuam sobre a região R no plano-xy (ver Figura 17.40(ii)). 
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; $ 


o. 


x 
Figura 17.40 


Assim, a integral em (17.19) tem a forma 


24+x + (1/4)y* 
Í F(x, y, 2) de dy dx 


0 


mia 


1 pa 
id 


Se f(x, y, z) = 1 em toda uma região Q, então a integral 
tripla de f sobre Q se escreve JJ) y TV e seu valor é o volume de 
O. No Exemplo 2, o volume V da região Q da Figura 17.40(1) é 
dado por 


ANE 2x4 ay 
v=f f / de dy dx 


Poderíamos, naturalmente, obter o volume por meio de 
uma integral dupla, como na Seção 17.2. A razão por que 
utilizamos uma integral tripla aqui e nos exemplos seguintes é 
que desejamos desenvolver a prática em lidar com limites de 
somas triplas. Esta mesma técnica será usada mais adiante em 
problemas que não podem ser resolvidos por integrais duplas. 


EXEMPLO 3 


Ache o volume V do sólido delimitado pelo cilindro y=*e 
pelos planos y +2=4ez=0. 


SOLUGÁO 


A Figura 17.41(i) ilustra o sólido, juntamente com uma coluna 
correspondente a uma primeira somatória na direcáo do eixo-z. 
Note que a coluna se estende de z = 0a z= 4-y. A regiáo R no 
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plano-xy aparece na Figura 17.41 (ii), juntamente com um retân- 
gulo correspondente à primeira integração (de uma integral 
dupla) em relação a y. Aplicando (17.19) com f(x, y, z) = 1, 
temos 


2 4 4-y de A Es 
ll dedydx=f [ [2], dy dx 
2 4 2 4 
Saa os o 
METEEN 
= Ls 17 
(i) (ii) 


dE AY 


IA N EEEE EET TENTENE 


Figura 17.41 


Tomando a ordem dxdy para a integral dupla, o retângulo 
na Figura 17.41(11) será horizontal e a fórmula para V se tornará 


4 yy 4-y 
a dz dx dy 


Algumas integrais triplas podem ser calculadas por uma 
integral tripla iterada em que a primeira integração é em relação 
a y. Assim, consideremos 


Q = {&,y, z) a sxs b, h (Qs zsh), kaz) s y s Ll, z)} 
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em que A, e h, são funções contínuas em la, b] e k, e k, são 


- funções dotadas de derivadas parciais primeiras contínuas na 


Figura 17.42 


Teorema de cálculo (17.20) 


‘região R do plano-xz exibido na Figura 17,42. Note que O está 


entre os gráficos de y = k (x, z) e y = k(x, z). A projeção R de O 
sobre o plano-xz é uma região R Neste caso temos: 


AZ 


E co = k(x, y) 


y = k(x, y) 


A integral iterada em (17.20) pode ser interpretada como um 
limite de somas triplas obtidas somando-se primeiro sobre uma 
linha de pequenos paralelepípedos na direção paralela ao eixo-y 
da superfície à esquerda (com equação y = k(x, z)) para a 
superfície à direita (com equação y = k(x, z)), conforme indica- 
do na Figura 17.42. Calcula-se então a integral dupla resultante 
sobre a região R no plano-xz, como ilustrado no próximo exemplo. 


ERR a pas go ad SA a DR 
EXEMPLO 4 


Ache o volume da região O delimitada pelos gráficos de z = 3x2, 
z=4-x,y=0ez+y=6. 


SOLUÇÃO 


Conforme Figura 17.43(1), Q está sob o cilindro z = 4— x?, sobre 


o cilindro z = 3x?, à direita do plano-xz e à esquerda do plano 
z + y = 6. Logo, O é uma região do tipo ilustrado na Figura 17.42 
com k,(x,2)=0e k(x,2)=6-z.A Figura 17.43(ii) ilustra a 
regiáo R no plano-xz. Aplicando (17.20), temos 
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1 4-4 6-z 
di e Í dy dz dx 
1 4-3 Bias 
“do Po Ate 


ff. (6-2) dz dx, 


\ 


2 
x 


> 1,2147 
=f [6-32 J dx 
-f (16 — 20x? + 4x?) dx 


304 
= as al 20,3 


(i) (ii) 


Figura 17.43 


Se tivéssemos tomado uma ordem diferente de integração, te- 
“riam sido necessárias várias integrais triplas. (Você vê a razão 
disto?) 


Finalmente, se Q é uma região do tipo ilustrado na Figura 
17.44, em que as funções p, e p, têm derivadas parciais primeiras 
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AZ 


Figura 17.44 


contínuas em uma região conveniente R do plano-yz, então 


2 12) 
Mire. Y, z) av = ff f LU y, z) dx dA 
Q ai R 10» 2 


Na integral dupla iterada final, dA será substituído por dzdy ou dydz. 
EXEMPLO 5 


No Exemplo 3 consideramos o sólido delimitado pelo cilindro 

y=x*eosplanosy+z=4ez=0, Estabelega uma integral tripla 

para o volume deste sólido, com a primeira integracáo em 
_ relação a x. 


SOLUÇÃO 


O sólido está reesboçado na Figura 17 45(i). Uma primeira 
integração em relação a x corresponde a uma somatória ao longo 
de uma coluna de pequenos paralelepípedos na direção paralela 
ao eixo-x, estendendo-se do gráfico de x = — Vy ao gráfico de 
x = Vy. A regiáo R no plano-yz está entre esses gráficos e é 
delimitada pelos eixos y e ze a reta y +z = 4, conforme Figura 
17.45(1i). 
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Xx 
Figura 17.46 


Figura 17.45 


(ii) 


<1 


Se a segunda integração é em relação a y, conforme 
indicado pela linha de retângulos na Figura 17.45(ii), então 


-z ly 
vaf b Ddr dy de 


Tomando a segunda integração em relação a z em lugar de y, a 
integral iterada é 


Sian E 
v= f r | di dy 


Na próxima seção utilizaremos integrais triplas para achar 


o centro de massa de um sólido. Concluiremos esta seção 


discutindo as aplicações preliminares da determinação da massa 
de um sólido. 


Se um sólido tem massa m e volume V e se a massa é 
distribuída uniformemente por todo o sólido, dizemos que o 
sólido é homogêneo. A densidade de massa ô se define como 


d= + ou m=8V 


Assim, ô é massa por unidade de volume. Se, por exemplo, m está 
em quilogramas e V em metros cúbicos, então $ está em kg/m”. 


Consideremos a seguir um sólido não-homogêneo, em 
que a densidade de massa não é a mesma em todo ele. Por 
exemplo, um objeto pode consistir em metais diferentes, tais 
como cobre, ferro e ouro, formando um todo único. Começamos 


Definição de densidade de 
massa (17.21) 


Massa de um sólido (17.22) 


Figura 17.47 
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por introduzir um sistema de coordenadas como na Figura 
17.46, em que o sólido tem a forma da região Q. Para definir a 
densidade de massa d(x, y, z) em um ponto P(x, y, z), conside- 
remos uma sub-região Q, em forma de caixa que contenha P e 
tenha volume AV, e massa Am, (ver Figura 17.46). Se a maior 
diagonal |JAV,]| da caixa é pequena, é de se esperar que Am,/AV, 
seja uma aproximacáo de d(x, y, z). Isto motiva a definição 
seguinte. o 


Se o limite em (17.21) existe eJAV| =0, então 
Am, = Ó(x, y, 2) AV, 


Em alguns casos poderemos conhecer a densidade ô(x, y, z) e 


- querer achar à massa. Se ô é uma função contínua e Q é uma 
região conveniente, então consideramos uma partição interior 


10,) de Q, escolhemos um ponto (x, Yp Z) em cada Q,, e 
formamos a soma de Riemann y Ôo Y y 2;) AV,. Pode- 
k 


mos definir a massa m de Q como um limite de tais somas, o que 
nos dá o seguinte. 


EXEMPLO 6 


Um sólido tem a forma de um cilindro circular reto com raio da 


base a e altura h. Ache a massa se a densidade em um ponto P 


é diretamente proporcional à distância de uma das bases a P. 


SOLUÇÃO | 


“-Introduzindo um sistema coordenado como o da Figura 17.47, 


o sólido é limitado pelos gráficos de x2 + y=d4z=0ez=h 
Pela hipótese, a densidade em (x, y, 2) € S(%, y, z) = kz para uma 
constante k. Pela forma de ô e a simetria do sólido podemos 
calcular m para a parte do primeiro octante e multiplicar o 


| - resultado por 4. Aplicando (17.22), temos 


AY 


Figura 17.48 


Massa de uma lâmina (17.23) 


AY 


Figura 17.49 
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m=4] |, Pe dz dy dx 


=a] f [i2] 40 


a 


Sh dy dx 


ease PP 


=2kh? | da dx 
0 


dx 


Discussão análoga à precedente vale para uma lámina com 
a forma de uma região R do plano-xy. Consideremos uma 
sub-região retangular R, que contenha o ponto P e tenha área 
AA, (ver Figura 17.48). Neste caso, a densidade de massa por 
área em P(x, y) é definida por 


S(x, y) = lim as 
jaa, 0 MÁ, 


As unidades de Ó(x, y) são massa por unidade de área, como 
kg/m?. Vale para uma lámina de fórmula análoga a (17.22): 


EXEMPLO 7 


Uma lámina tem a forma de um triângulo retângulo isósceles com 
lados iguais de comprimento a. Ache a massa, se a densidade de 
massa por área em um ponto P é diretamente proporcional ao 
quadrado da distância de P ao vértice oposto à hipotenusa. 


SOLUÇÃO 


É conveniente introduzir um sistema coordenado como o da 
Figura 17.49, com o vértice na origem e a hipotenusa do trián- 
gulo ao longo da reta x + y = a. A figura exibe também um 
retângulo típico R, (de área AA,) de uma partição interior com 
um ponto (x, y,) no retângulo. 
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- Porhipótese, a densidade de massa por área em (x, y) é S(x, 
y) =K(*+ y?) para uma constante k. Pela Definição (17.23) e o 
Teorema (17.8), a massa é 


m= SJ ke +3 da SS ay as 
AL [+] ds 
= f pas) +1(a-x] ds 


A última integral é igual a aka”. 
E A assa 
EXERCÍCIOS 17.5 
Exercs. 1-6: Calcule a integral iterada. | 7 


1 LET (x + 2y + 4z} dx dy dz 


2 ra (6x%z + 5xy?) dz dx dy 


X+HZ 


A x dy dz dx 


XIZ 
2 2 X—Z 
LL coa 


2 x X+y É 
SIT 2x% dz dy dx 


ta 


x+2y+32=6 


E 


tn 


a 


3 3 z 
LIT (x + y +2) de de dy 


Exercs. 7-10: Se fé uma função contínua arbitrária Az 
de três variáveis e Q é a região exibida na figura, i 


expresse Í fi 1i f(x,y, z) dV como uma integral tripla TE 
Q 7 


iterada de seis maneiras diferentes. E Te nI aN T 


2 


10 


Xx E 
36x + 9y +47 =36 — 


y 


Exercs. 11-20: Esboce a região delimitada pelos grá- 
ficos das equacóes, e use uma integral tripla para achar 
seu volume. 


11 2+2=4, y+z=4, y=0, z=0 
1Mé+2=4 y+7=4 

13y=2-2  y=2, x+z=4, x=0 
14 z= 4y, A x=2, x=0 
15yY+2=1l, x+y+2=2 x=0 
l6z=2+y, y+z=2 

172=9-x), z=0, y=-1, y=2 
18 7=e**”, y=3x, x=2, y=0, z=0 


19 2=x, z=%, y=z, y= 
20 y=2+2, z=x, z=4, y=0 
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Exercs. 21-22: Sejam a, b e c números positivos. 


21 Ache o volume do tetraedro delimitado pelos pla- 
nos coordenados e o plano 


Exercs. 23-28: A integral iterada representa o volume 
de uma região Q em um sistema coordenado xyz. 
Descreva Q. 


Bi aaa 
24 f IR ae dx dz 
25 | f | Ed as 
css 
fr. E dy dx dz 


e pa 


Exercs. 29-30: Uma lámina com densidade de massa 
por área (x, y) tem a forma da região delimitada 
pelos gráficos das equações. Estabeleça uma integral 
tripla iterada para achar a massa da lâmina. 


29 (x, y) =); y=e% x=0,x=1, y=0 


dd dz 


30 8, y) =x +y; x9=1, x=0, y=1, y=2 


Exercs. 31-32: Um sólido de densidade 5x, y, z) tem 
a forma da regiáo delimitada pelos gráficos das equa- 
ções. Estabeleça uma integral tripla iterada para cal- 
cular a massa do sólido. 


31 S(x, y, 2) =X + yx 2y+2=4,x=0,7=0,2=0 
32 Sx,y,2=2+1; 2=4-x2-y2=0 


33 Próximo do nível do mar, a densidade 6 da afmos- 
fera terrestre a uma altura de z metros pode ser 
aproximada por ô = 1,225 — 0,000113z kg/m”. 
Aproxime a massa de uma região da atmosfera que 
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tenha a forma de um cubo com 1 quilómetro de mosférica padráo sobre um metro quadrado' é 

aresta e uma das faces apoiada na superfície da 101.325 newtons). . 

dad EN a [E] Exercs. 35-36: Um sólido cúbico delimitado pelos 
34 Para uma altitude z de até 30.000 metros, a densi- planos coordenados e pelos planos x = y = z = 1 tem 

dade ô (em kg/m?) da atmosfera terrestre pode ser a densidade dada 5(x, y, z). Aproxime sua massa cal- 


aproximada por ô = 1,2 — (1,096 x 10"%z + (3,42 culando 
x 10%2 (3,6 x 107 92, 


n n n 
A pressão média P (em newtons) em uma região > y 3 dl vp Wi) Az, Ay, Ax, 
da superfície da terra de área A causada pelo i=l j=1 kal 


volume Q da atmosfera pode ser estimada por ne ; 
Q P P para o valor indicado de n, em que cada incremen- 


saf , E e 4 eel 
pas Ve dv | to é igual a 1/7 e u= (1-2)/n,v,=(¡-D/n, e 
a JIJ às | 
Q i w, = (k -3)/n. 


em que g = 9,80 m/seg? é uma constante eravita- 
m que g= y 5 $ 8 35 Óx, y, z) = Vx +y + Z; n=2 
cional. Estime a pressáo exercida por uma coluna 


de ar de 30.000 metros de altura sobre um metro 36 x,y, z) = tan (xy cos 2); n=4 
quadrado da superfície terrestre. (A pressáo at- 


17.6 MOMENTOS E CENTROS DE MASSA 


Os momentos e o centro de massa de uma lámina homogénea já 
foram abordados na Seção 6.7. Podemos utilizar integrais duplas 
para estender esses conceitos a uma lâmina não-homogênea L 
que tenha a forma de uma região R do plano-xy. Se a densidade 
de massa por área no ponto (x, y) é 9(x, y) e à é uma função 
contínua em R, então, por (17.23), a massa m de L é dada por 


m = JJ Sr, y da 


Seja uma partição interior P = {R} de R e, para cada k, seja (X,, y) 
AY um ponto arbitrário de R, (ver Figura 17.50). Como ô é contínua, 
uma pequena variação em (x, y) acarreta uma pequena variação 
na densidade 5(x, y), isto é, à é quase constante em R, Logo, se 


+. I|PI|=0, a massa Am, que corresponde a R, pode ser aproximada 
ll por XX, y) AA pem que AA, é a área de R,. Admitindo a massa 
a ar n Am, concentrada em Œp Y,) então o momento deste elemento de 
KLASANE L em relação ao eixo-x é o produto VX, Y) AA, Como a soma 

+ T . 
d To dos momentos D Y ¿Xy Y;) AA, deve aproximar-se do mo- 


mento da lâmina, definimos o momento M, de L em relação ao 
eixo-x como segue: 


Figura 17.50 M, E e Y yt y) M, = JF yò, y) da 
TE R 


xY 
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Da mesma forma; o momento M, de L em relação ao eixo-y é 


M = lim XX y) MA, = ff x0(x, y) dA 
k i R 


y 
IPI —> 0 


Tal como na Definição (6.24), definimos o centro de massa 
(ou centro de gravidade) da lámina como o ponto (x, y) tal que 
x =M,/m, y =M /m. 


-= Jsto nos dá: 


Definição (17.24) 


Se Z é homogênea, então a densidade de massa por área 
d(x, y) é constante e pode ser cancelada em (17.24)(11). 


Assim, como na Seção 6.7, o centro de massa de uma lâmina 
homogénea depende apenas de sua forma; (x, y) é o centróide 
da região R. 


EXEMPLO 1 


AY Uma lâmina tem a forma de um triângulo retângulo isósceles com 
lados iguais de comprimento a. À densidade de massa por área no 
ponto P é diretamente proporcional ao quadrado da distância de P 
ao vértice oposto à hipotenusa. Ache o centro de massa. 


SOLUÇÃO 


A lâmina é a mesma que a do Exemplo 7 da Seção 17.5, em que 
colocamos o triângulo conforme a Figura 17.51. Utilizando a 
densidade de massa por área 3(x, y) = ké + y?) obtivemos 
m = 1 kd. Pela Definição (17.24)(ii), 


6 


Figura 17.51 a ax 
M = [Ñxk(x? + y?) dA = k(x? + y?) dy dx 
; [ae y’) dA =f f xka +y’) dy 
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my 


2: 1 EN eee 
que é igual a ko. Pela Definição (17.24) (iii), 


X = = 2 
x = za 


Analogamente, M, = ka e y = é a. Assim, o centro 
de massa (ponto de equilíbrio) da lámina é Ga, 2a). 
EXEMPLO 2 


Uma lámina tem a forma da regiáo R do plano-xy delimitada 
pela parábola x = y? e a reta x = 4. A densidade de massa por 
área no ponto P(x, y) é diretamente proporcional á distáncia do 
eixo=y a P. Ache o centro de massa. 


SOLUCÁO 
A Figura 17.52 ilustra a regiáo. Por hipótese, a densidade de 
massa por área em (x, y) é S(x, y) = kx para uma constante k. 


Segue-se, da forma de ô e da simetria da regiáo, que o centro de 
massa está sobre o eixo-x, isto é, y = 0, 


Pela Definição (17.246) e integrando primeiro em relação a 
x, conforme indicado pela linha de retângulos na Figura 17.52, temos 


2 4 
moftxda =k] f xdd 
? 1,2 $ 1 ê 4 128 
A | D=3kf (16-y) dy = 2k 
Pela Definição (17.24)(ii), 
M, = ffxi) da =k f Trid 
R SAI 


Af [i iof 09 dy 324 


Consegiientemente, 


„M, 512k 5 2% 


m 7º Desk" 7 “26 


Logo, o centro de massa é É, 0). 


— — _—— 110011111 
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Os momentos M, e M, na Definição (17.24) são também 
chamados primeiros momentos de L em relação aos eixos coor- 
denados. Tomando os quadrados das distâncias dos eixos coor- 
denados, obtemos os segundos momentos, ou momentos de 
inércia, 1, el, em relação ao eixo-x e ao eixo-y, respectivamente. 
A soma 1,=[, + I, é o momento polar de inércia, ou momento 
de inércia em relação à origem. Na fórmula seguinte, 7, pode 
ser obtido como limite de uma soma, utilizando-se o quadrado 
da distância da origem a (x,, y,) na Figura 17.50. 


Momentos de inércia de uma 
lâmina (17.25) 


AY EXEMPLO 3 


Uma lámina tem a forma semicircular da Figura 17.53. A 
densidade de massa por área é diretamente proporcional á 
distáncia do eixo-x. Ache o momento de inércia em relagáo ao 
eixo-x. 


SOLUÇÃO 


xY 


-a l a 


Figura 17.53 Por hipótese, a densidade de massa por área em (x, y) é S(x, y) 
= ky. Aplicando (17.25), vemos que o momento de inércia em 
relação ao eixo-x é 


Es 2 


a Né a Rã 
Lal [it] ás 


16) (0-24) de= tha 


Eixo de Os momentos de inércia são úteis em problemas que envolvem 
rotação a rotação de um objeto em torno de um eixo fixo, como, por 
exemplo, a rotação de uma roda (ou um disco) em torno de um 
eixo (ver Figura 17.54). Se uma partícula P da roda tem massa 
m e está a uma distância k do eixo de rotação, então o momento 
Figura 17.54 de inércia 7 de P em relação ao eixo é mk?. Se a velocidade 
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AZ 


x 
Figura 17.55 


Momentos e centros de 
massa em três dimensões 
(17.26) 


angular d8/dt é uma constante wœ, então a velocidade v da 


partícula é kw. Da física, sabemos que a energia cinética EC de P é 


i EC= mv? 


¿Comov=kw, EC-mPo0= 10? 


Representando a roda por um disco e introduzindo um limite de 
somas, pode-se deduzir a mesma fórmula para a energia cinética 
da roda. A fórmula pode aplicar-se também a lâminas de forma 
não circular. A energia cinética de um objeto em rotação indica 


“ao engenheiro ou ao físico a quantidade de trabalho necessária 


para fazer parar o objeto. Como EC = 5102, a energia cinética 


é diretamente proporcional ao momento de inércia. Para q fixo, 
quanto maior o momento de inércia, maior a quantidade de 
trabalho necessária para cessar a rotação. 


“Consideremos agora um sólido com a forma de uma região 
tridimensional Q. Suponhamos que a densidade de massa (mas- 
sa por unidade de volume) em (x, y, z) seja S(x, y, 2) e que ô seja 
contínua em toda Q. Seja {Q,} uma partição interior de O, e seja 
AV, o volume de Q,. Se (X, Yp 7,) É um ponto de O, (ver Figura 
17.55), então a massa correspondente é aproximadamente d(x,, 
Ye Z4) AV z- Por (17.22), a massa do sólido é o limite de tais somas 


— isto é, Mo ô y, z) dV. 


O momento em relação ao plano-xy da parte do sólido que 
corresponde Q, é aproximado por Ze Y jo 2,9 AV, (ver Figura 
17.55). Somando e tomando limite, obtemos o momento My 


do sólido em relação ao plano-xy (ver (17.26)(ii)). Os momen- 


tos M; e M „em relação aos planos xz e yz, respectivamente, 
obtêm-se dẹ maneira análoga. O centro de massa (x, y, Z) do 
sólido se define em (17.26)(iii). 


xX 
Figura 17.56 
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Por (iii) de (17.26), 


mx = M my =M,, mz = M,, 
Como mx, my, mz são os momentos, em relação aos planos yz, 
xz e xy, respectivamente, de um ponto de massa localizado em 
(x, y, Z), podemos interpretar o centro de massa de um sólido 
como o ponto em que a massa total pode concentrar-se para 
originar os momentos M,,, M,, e M,, do sólido. 


Se o sólido é homogéneo, a densidade de massa ô é 
constante e, assim, ô pode ser cancelada após substituição em 
(17.26)(iii). Conseqúentemente, o centro de massa de um sólido 
homogéneo depende somente da forma de Q. Tal como em duas 
dimensóes, o ponto correspondente para sólidos geométricos é 
chamado centróide do sólido. Para achar o centróide, fazemos 
S(x, y, 2) = 1 em (17.26). 


EXEMPLO 4 


Um sólido tem a forma de um cilindro circular reto de raio da 
base a e altura h. A densidade em um ponto P é diretamente 
proporcional à distância de uma das bases a P. Ache o centro de 
massa. 


SOLUÇÃO 
No Exemplo 6 da Seção 17.5 situamos o sólido como na Figura 


17.56. Com S(x, y, z) = kz, obtivemos m => nkka’. 


O centro de massa está no eixo-z, de modo que basta achar 
Z= My m. Além disso, em razão da forma de ô e da simetria 


do sólido, podemos calcular M para a parte do primeiro octante 
e multiplicar por 4. Utilizando (17.26), temos 


M,, =4 f f 242 dz dy dx 


May 
=f f BR 
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Finalmente, calculamos o centro de massa: 


— M sli 
a oia à | T m Time 3 


h, 


Logo, o centro de massa está sobre o eixo do cilindro, a dois 
terços da distância da base inferior. 


xEiÓE O aaa UOO 
EXEMPLO 5 


y Um sólido tem a forma da regiáo do primeiro octante delimitada 
pota (5.5.0) y pelo parabolóide z = 4 — 9%? — y? e os planos y = 4x, z= 0 ey = 

0. A densidade em P(x, y, 2) é proporcional à distância da origem 
Figura 17.57 a P. Estabeleça integrais iteradas para calcular X. 


SOLUÇÃO 


A Figura 17.57 ilustra à região. A densidade em (o y, 2) EM, y, 
2) =k + y? +2) para algum k. (17.26) nos dá 


/5 4=y/3 -9 -y 
m af f fi ko? +y? +2} dz dx dy 
o “y/4 0 


/5, ¿Nay /3 A-9% -y 
M 2 f f xka? +y? + 223 dz dx dy 
0 


yz 0 y/4 


Se uma partícula de massa m está no ponto (x, y, z), então 
sua distância ao eixo-z é (x? + y?)!2 e seu momento de inércia 
T, em relação ao eixo-z define-se como (é + y?)m. Da mesma 
forma, os momentos de inércia 1, € I, em relação aos eixos x 
ey são (y? +2°)m e (x? + 22)m, respectivamente. Para sólidos com 
a forma de Q na Figura 17.55, empregamos limites de somas na 
maneira usual para obter o seguinte. 


Momentos de inércia de 
sólidos (17.27) 


Figura 17.58 


EXEMPLO 6 


- Ache o momento de inércia, em relação ao eixo de simetria, do 


sólido cilíndrico aco no E plo 4. 
SOLUÇÃO 


O sólido está esboçado na Figura 17.56. Utilizando (17.27) com 
S(x, y, 2) = kz e lançando mão da simetria e do fato de que ô é 
uma função de z somente, temos 


1=4], ida 
=4k | na e 215 |, dy da 
= 2kh? f [qts y3) dy dx 


dx 


age [ey JA 


=2W8 | RAN de 
0 


A última integral pode ser calculada por substituicáo trigono- 
métrica ou com auxílio de uma tábua de integrais. O resultado 
ÉL = qnkhd'. 


EXEMPLO 7 


Um sólido homogéneo tem a forma da região O delimitada pelo 
cone x? — y? + 22=0 e o plano y = 3. Estabeleça uma integral 
tripla para calcular seu momento de inércia em relação ao eixo-y. 


SOLUCÁO 


A Figura 17.58 ilustra a regiáo. Note que o traco do cone no 
plano-xy é o par de retas x = + y. Denotando por k a densidade 
constante, e aplicando (17.27), temos 


=f AA p +Z k de de dy 


Poderíamos também achar 7, multiplicando por 4 o momento 
de inércia da parte do sólido que está no primeiro octante. Assim, 


3 


1 =4f $ po o (x? +22) k dz dx dy 
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Concluiremos esta seção com uma demonstração do se- 
guinte teorema, enunciado sem prova em (6.26). 


Teorema de Pappus (1 7.28) 


Ay DEMONSTRAÇÃO 
Podemos admitir que [ seja o eixo-y e R uma região no primeiro 
quadrante, conforme Figura 17.59. Seja (R,+ uma partição 


interior P de R, e denotemos por AA, a área de R,. Para cada k, 
escolhamos (x,, y,) como centro do retângulo Ro 


a Fazendo R revolver em torno do eixo-y, então, conforme 
l ! Figura 17.59, R, gera uma casca cilíndrica de volume 21x, MA, 
a Xy — A E 21º 4 
e Assim, o volume V do sólido gerado por R é 
-V= lim 21x, AA, = || 2nx dA 
Figura 17.59 iel=>o Z A 1 
Se aplicarmos a Definição (17.24) aos centróides, tomando 
ô(x, y)=1em=A, então 
o Ven ffx dA = 29M, = 2054 
R 
Podemos, assim, achar o volume V multiplicando a área A de R 
pela distância 27x percorrida pelo centróide quando R revolve 
uma vez em torno do eixo-y. 
EXERCÍCIOS 17.6 
Exercs. 1-8: Ache a massa e o centro de massa da , a densidade em P(x, y) é diretamente proporcional 
lâmina que tem a forma da região delimitada pelos à distância do eixo-x a P, 
gráficos das equações dadas e a densidade massa por 7 
área indicada. l 5 yse*, y=0, x==1, x=1; 6(x, y)= ly] 
1 y=vx, x=9 y=0; dx, y)=x + y 6 y =senx, y=0, x=0, x=m; Ó(x, y) = y 
2 y= Vx, x=8 y=0; 8(x, y) = y? 7 y=secx,x=-1/4,x=n/4, y=>5 x,y) =4 
3 VE y=4; 8 y=Inx, y=0, x=2; : dx, y) = 1/x 


a densidade em P(x, y) é diretamente proporcional 9 Achel, 1, e [¿ para a lámina do Exercício 1. 


“à distância do eixo-y a P. so , 
10 Ache 7, 1, e Io para a lámina do Exercício 2. 


4 y=",y=2x; dica se 
11 AcheT, I, e Lo para a lámina do Exercício 3. 


12 Ache Z, 1, e Io para a lámina do Exercício 4. 
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13 Uma lámina homogénea tem a forma de um qua- 
drado de lado à. Ache o momento de inércia em 
relacáo a 


(a) um lado (b) uma diagonal 


(e) centro de massa 
14 Uma lámina homogénea tem a forma de um trián- 
gulo egiilátero de lado a. Ache o momento de 


inércia em relação a: (a) uma altura, (b) um lado, 
(c) um vértice. 


15 Seum y sólido de massá m tem momento de inércia 
Tem relacáo a uma reta, então o raio de giração é, 
por definição, o número d tal que I = md ^. 2. Esta 
fórmula implica que o raio de giração é a distância 
da reta em que toda a massa se concentraria sem 
alterar o momento de inércia do sólido. Ache o 
raio de giração em (a) do Exercício 13. 


16 Ref. Exercício 15. Ache o raio de giração em (a) 
do Exercício 14. 


Exercs. 17-18: Ache o centro de massa de Q. 


17 A densidade de um ponto P de um sólido cúbico 
Q de aresta a é diretamente proporcional ao qua- 
drado da distância de P a um vértice fixo do cubo. 


18 Seja O o tetraedro delimitado pelos planos coor- 
denados e o plano 2x + 5y + z = 10. A densidade 
em Pix, y, 2) é diretamente proporcional à distân- 
cia do plano xz a P. 

Exercs. 19-20: Estabeleça integrais iteradas para cal- 

clat o centro de massa do sólido que tem a forma da 

região Q e densidade ô(x, y, z). 


19 Q é delimitada pelo parabolóide x = y? + 42 e o 
planox=4;5(%, y, J =t 

20 Q é delimitada pelo hiperbolóide y-x -=le 
o plano y = 2; d(x, y, 2) = xy yz. 

21 Seja Q o sólido no primeiro octante delimitado 
pelos planos coordenados e pelos gráficos de 
z=9-x elx+y=6. | 
(a) Estabeleça integrais iteradas para achar o cen- 

tróide. 
(b) Ache o centróide. 

Exercs. 22-23: Estabeleça integrais iteradas para 

achar o centróide do sólido exibido nas figuras. 


“24 Estabeleça integrais iteradas para achar o centrói- 


de do sólido delimitado pelos gráficos de z = x, 
yax y= ez=0. 


Exercs. 25-28: Estabeleça uma integral iterada para 


“achar o momento de inércia em relação ao eixo-z do 
sólido indicado. 


25 A esfera de taio a e centro na origem; 
A r 
26 O cone delimitado pelos gráficos de 
+9 -2=0ez=36; ò y, Dedry 


27 O tetraedro homogéneo delimitado pelos planos 
coordenados e o plano (x/a) + (y/b) + (ele) = 1 para 
números positivos a, be c. 


28 O sólido homogêneo delimitado pelo elipsóide 


(a?) + QU) + (2/0?) = 1 
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Exercs. 29-30: O valor médio de f(x,y) em uma 
região R de área A é definido por 


Le y dá 


Se os pontos (x, Yi) a (x a »,) são distribuídos uni- 
formemente em R, então 


far Y fep y) 


k=1 


DA TEN 
R k= 1 


Se os (xy, »,) são gerados por números aleatórios, este 


processo é chamado método de Monte Carlo. (Se sua 
calculadora não gera números aleatórios, escolha dez 
pontos distribuídos eqiiitativamente em R.) Use este 


29 9% y) = In [3 + sen (x7)]; Ré o quadrado de 
“vértices (0, 0), (0, 1), (1, 1) e (1,0). 


30 3(x, y) =2 + cos V x+y; Réa região do pri- 
meiro quadrante delimitada pelo círculo 1? + y? = 
1 e os eixos coordenados. (Note que, quando (x,, 
Y) é gerado, sex; + y? > 1entáo (X, Y,) não está 
em R e não deve ser usado). 


Exercs. 31-32: Estenda o método de Monte Carlo dos 


Exercícios 29-30 a f (x, y, z) e uma região Q de volu- 
me V, e use esta extensão, coma = 10, para aproximar 
a massa de um sólido que tem a densidade de massa 
(x, y, z) dada e a forma de Q. 


31 S(x, y, z):=.1 + sen vxyz;Q éa região cúbica l 
do primeiro octante delimitada pelos planos coor- . 
denados e os planos x = 1,y=1ez=1. 


32 dx, y, z) = In (2+ VO Q é a re- 


gião do primeiro octante delimitada pelos planos 


coordenados e pela esfera x? +y2+22=1. 
método, com n = 10, para aproximar a massa de uma 


lâmina que tem a densidade de massa por área dada 
ô(x, y) e a forma de R. 


17.7 COORDENADAS CILÍNDRICAS _ 


É fácil estender o sistema de coordenadas polares a três dimen- 
sões. Basta representar um ponto P por um terno ordenado (r, 
9, z), em que z é a (terceira) coordenada retangular usual de P e 
r e O são coordenadas polares da projeção P” de P no plano-xy, 
conforme ilustrado na Figura 17.60. (r, 6, z) são as coordenadas 
cilíndricas de P. A principal aplicação das coordenadas cilín- 
dricas consiste em simplificar certos tipos de integrais múltiplas. 


Como as coordenadas polares são usadas no plano-xy, as 
fórmulas do Teorema (13.8) dão relações entre coordenadas 
retangulares e coordenadas cilíndricas. Reestabeleçamos estas 
fórmulas: decir ee 


Figura 17.60 


Teorema (17.29). 
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Figura 17.61 


Figura 17.62 


Ser, > 0, então o gráfico da equação r = r, ou, equivalen- 
temente, x? + y? = rf, é um cilindro circular de raio r com eixo 
ao longo do eixo-z. Se 9, e z, São números, então o gráfico de 
9 = 0, é um plano contendo o eixo-z e o gráfico de z = z} é um 


plano perpendicular ao eixo-z. A Figura 17.61 ilustra gráficos 
típicos. 


EXEMPLO 1 


Escreva a equação 2? = x? + y” em coordenadas cilíndricas e 
esboce o gráfico. 


SOLUCÁO 
Utilizando o Teorema (17.29), obtemos 
ou ZE er 


Como r pode ser positivo ou negativo, z = + r é equivalente a 
z =. O gráfico é um cone circular com eixo ao longo do eixo-z, 
ilustrado na Figura 17.62. 


EXEMPLO 2 


Escreva a equação em coordenadas retangulares e esboce seu 
gráfico em um sistema coordenado xyz: 


(a) z=4r (b) r=4seng8 
SOLUÇÃO 
(a) Aplicando o Teorema (17.29), temos 
z= 47 + y?) ou z= 414 4y 
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Figura 17.63 


O gráfico é o parabolóide de revolução da Figura 17.63. 


Az pr Az 


Figura 17.64 


(b) Multiplicando ambos os membros de r = 4 sen O por r, 
obtemos 7? = 4r sen 6. Utilizando (17.29), temos x? + y? = 4y, 
ou, equivalentemente, 


X+(y-2P=4 


O gráfico é um cilindro de geratrizes paralelas ao eixo-z, exibido 
na Figura 17.64. Uma diretriz do cilindro é o círculo de raio 2 
no plano-xy, cujo centro em coordenadas retangulares é (0, 2, 0). 


Às vezes é conveniente utilizar coordenadas cilíndricas 
para calcular integrais triplas. O caso mais simples ocorre quan- 
do uma função f de r, 9 e z é contínua em toda uma região da 
forma 


0=4(,8,2);asrsb,cs0sd,mszsn) 


Dividimos O em sub-regióes Qi Qy Q, que têm a mesma forma 
de Q utilizando gráficos de equações da forma » = Gp O=c ez= 
Mp em que a, c, e m, estão nos intervalos [a, b], [c, d] e [m, n], 
respectivamente. Se a, = 0, estes gráficos são cilíndricos circu- 
lares, planos contendo o eixo-z e planos paralelos ao plano-xy, 
respectivamente (ver Figura 17.61). 


A Figura 17.65(i) ilustra uma sub-região típica Q, Se r, é 
o raio médio da base de Q, conforme Figura 17.65(ii), então o 
volume AV, de Q, é a área da base 7, Ar, AQ, (ver Seção 17.3) 
vezes a altura Az: AV, = 7, Ar, AO, Az, 


Figura 17.66 


(i) 


Figura 17.65 


Cap. 17...Integrais múltiplas 525 


(in) 


Se (rp 8, 2,) é um ponto arbitrário em Q, e ||P]| é o comprimento 
da maior diagonal dos Q,, então a integral tripla de f sobre Q se 
define como 


f(r, 0, 2) AV = lim fir, O, z) AV 
u Pa a E 
Pode-se provar que 
n d p 
ro. 9, z) dV = f Í Í f(r, O, z)r dr dð dz 
Q ; m c a > 
Há cinco outras ordens possíveis de integração para esta integral 


iterada. 


Por meio de partições interiores, as integrais triplas em 
coordenadas cilíndricas podem ser definidas sobre regiões mais 
complicadas do que a que acabamos de estudar. Assim, se R é 
uma região polar do tipo abordadò na Seção 17.5, e se 


O = {(r, 0, 2); (r, 0) está em R e k (r, 0) = z < k,(r, 0)) 


em que k, e k, são funções dotadas de derivadas parciais primei- 
ras contínuas em toda R, então pode-se mostrar que 


ff ro, av = ff a Te Ə, z) dz | dA 
Q R po 


Em particular, se R é uma regiáo do tipo ilustrado na Figura 


17.66, pode-se calcular como a seguir a integral tripla de f sobre 


O: 
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Teorema de cálculo 
(coordenadas cilíndricas) 
(17.30) 


A integral iterada em (17.30) pode ser interpretada como 
um limite de somas triplas. A primeira somatória se faz ao longo 
de uma coluna das sub-regiões Q, da superfície inferior (com 
equação z = k,(r, 0)) para a superfície superior (de equação z = 

kr, 0)) (ver Figura 17.67). 


A segunda somatória se estende sobre uma cunha dessas 
colunas, com O fixo e r variando. A esta altura, já somamos sobre 
uma fatia de Q, conforme ilustrado na Figura 17.67. Finalmente, 
varremos Q fazendo 6 variar de a à B: 


yA 
À z= (1,6) 


Figura 17.67 


Os exemplos a seguir ilustram o uso de (17.30). 
EXEMPLO 3 
Ache o centróide de um sólido hemisférico Q de raio a. 
SOLUÇÃO 


Introduzindo um sistema coordenado xyz, conforme Figura 
17.68, a equação do hemisfério é z=va?-x?=y7, ou, em 
coordenadas cilíndricas, z = Va”? — r”. Por simetria, o centróide 
está sóbre 0 eixo-z e, assim, basta achar z = My V, em que o 


volume V é dado por V =3* ¿na = 2 ne. 
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Figura 17.68 


Utilizando (17.26)(ii) com &(x, y, z) = 1, obtemos 
M, = [ff zav 
Q 


Aplicando o Teorema (17.30), notamos que a primeira integra- 
ção (em relação a z) vai de z = O (o plano-xy) até o hemisfério 
z=Va? —-r?. Esta integração parcial representa o volume da 
coluna exibida na Figura 17.68. As integrações restantes em 
relação a r e O estendem-se à região delimitada pelo círculo 
r=a. Assim, 


My = i f pe zr dz dr de 


VÊ de 
2 pa Do EE 
=) Í z 
0 0 2 0 


af” f (a? - 12 dr do 


r dr dg 


=1 j“ fi Que r°) dr do 


a 


Logo, 
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EXEMPLO 4 


Um sólido Q é delimitado pelo cone z = Vx? + y? e pelo plano 
z=2.A densidade em P(x, y, z) é diretamente proporcional ao 
quadrado da distância da origem a P. Ache sua massa. 


Figura 17.69 


SOLUÇÃO 


A Figura 17.69 ilustra o sólido. A equação do cone em coordena- 
das cilíndricas é z = r, com r > 0. Note que, se z = 2, então 
2 = Vx” + y? ou 4 =x? + y?. Portanto o topo do cone se 
projeta sobre o círculo x? + y? = 4 ou r = 2, no plano-xy. A 
densidade em (x, y, z) é dada por j 


=k +y +z) ou 5=kr+2) 


Por (17.26) e (17.30) 


m -f save f fS k(r? + 22) r dz dr do 


Note que a primeira integração (em relação a z) vai do cone z = r 
(a superfície inferior) ao plano z = 2 (a superfície superior). As 
integracóes restantes em relação a r e 6 abrangem a região 
circular delimitada por r = 2. Integrando, obtemos 
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2x 2 3 
x Von A 
m=kf J725 rua 
2m 2 3 
z 2,8) fB, E 
kf J, (e +3 r +3 vUN 


2x 2 
=k f f (2r° +$ r—$ r“) dr de 


EXEMPLO 5 


Um sólido tem a forma da região Q intérior ao cilindro r = a, 
interior à esfera 1? + z? = 44º e acima do plano-xy. A densidade 
em um ponto P é diretamente proporcional à distância do 
plano-xy a P. Ache a massa e o momento de inércia 7, do sólido. 


SOLUÇÃO 


A Figura 17.70 ilustra a região Q, juntamente com uma coluna 
que corresponde a uma primeira somatória em direção paralela 
ao eixo-z. Como a densidade no ponto P é dada por kz, para uma 
constante k, podemos achar a massa m aplicando (17.26)(i), com 
Sw y, z) = kz e dV = r dz dr do. Assim, 


2 2 2 
rr +zZ =4%4a 


Figura 17.70 
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m= $ f pa (kz) r dz dr dð 
r dr do 


0 
4 


arr] 


27 pa 21 
s f (ar-r) drdo=5k || a do 


0 


a 


8 


20%)” do= Lot [0]; = Late 


Para achar Z, aplicamos (17.27) e utilizamos coordenadas cilín- 


dricas: 
2% pa Nåd -F 
L, =f Í Í rU(kz)r dz dr do 
o “070 
211 a z? 
=k = r dr do 
l, Al 2 À É 
: 27 pa 
= f (4a?r?-r5) dr dO =} ank 
EXEMPLO 6 


Uma câmara de vidro será usada em experimentos para testar os 
efeitos da exposição ao gás radon. A câmara tem a forma do 
parabolóide z = 25 — x? — y?, com z > 0 e as unidades em 
centímetros. Se a densidade da energia radioativa deve ser de 
6 x 107 1 joule/cr?, calcule a quantidade total de energia radio- 
ativa necessária na câmara. 


SOLUÇÃO 


A forma da parte da câmara no primeiro quadrante é semelhante 
à da superfície da Figura 17.36. Neste exemplo, (x, y, z) denota 
a densidade de energia em (x, y, z) em lugar da densidade de 
massa. Se dV é o volume de uma sub-região dQ dentro da câmara 
e (x, y, z) é um ponto em dQ, então a energia radioativa dentro 
de dQ pode ser aproximada por ô(x, y, Z)dV. Tomando um limite 
de somas triplas com &(x, y, z) = 6 = 6 x 10" *, vemos que a 
energia radioativa total E é dada por 


E = [ff 8 av 


Empregando coordenadas cilíndricas, obtemos 
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=ð f f (25r—P) dr dg 


= LB nô = 5,89 x 10º joule 


EXERCÍCIOS 17.7 
Exercs. 1-14: Descreva o gráfico da equação em três 25 
dimensões. z 
1 (a)r=4 (b) 0 =- 1/2 (c)z=1 
2 (a)r=-3 (b) O = 1/4 (c)z=-2 
3 r=-3sec0 4 r=-csc6 5 z=4p? 
i 6 z=4-r 7 r=6sen6 8 rsec0=4 
9 z=2r 10 3z=r 11 r?=9-2 2=16-F 
12 +2=16 13r=2csc0cot0 14 r= tg ð sec ð 
Exercs. 15-24: Transforme a equação para coordena- 
das cilíndricas. 
15 2 +y +2 =4 16 2+y=de E É 
17 3x + y -4z= 12 18 y=x 
19 2=4-Y mdp ys  % ; 
21 2-42+y=0 2 x-y -z7 =1 
23 y +7 =9 -247+72=9 


Exercs. 25-28: Seja f uma função contínua arbitrária 2=4=r, re0 


de r, 0 e z, e seja Q a região ilustrada na figura. 
Estabeleça uma integral tripla iterada em coordenadas 


cilíndricas para ff] f ó f(r,0,z) dV. l 
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27 
Az 


28 


xX 


Exercs. 29-38: Use coordenadas cilíndricas. 


29 Um sólido é delimitado pelo parabolóide z = x? + 
y?, pelo cilindro x? + y? = 4 e pelo plano-xy. Ache 
(a) seu volume (b) seu centróide. 


30 Um sólido é delimitado pelo cone z =Vx?+ y?, 
pelo cilindro x? + y?= 4 e pelo plano-xy. Ache (a) 
seu volume (b) seu centróide. 


31 Um cilindro circular reto homogêneo de densida- 
de ô tem altura h é raio de base a. Ache seu 
momento de inércia em relação a (a) o eixo do 
cilindro e (b) um diâmetro da base. 


32 Um sólido homogêneo de densidade $ é delimita- 
do pelo cone z=Yx?+y? e pelo parabolóide 
z=xº+y?. Ache 


(a) seu centro de massa 
(b) seu momento de inércia em relação ao eixo-z 


33 Um sólido esférico tem raio a, e a densidade em 
P(x, y, z) é diretamente proporcional à distância de 
Pa uma reta fixa / pelo centro do sólido. Ache sua 
massa. 


34 Um- sólido é delimitado pelo cone z = Vx? + y? e 
pelo plano z = 4, e a densidade em P(x, y, z) é 
diretamente proporcional à distância do eixo=z a 
P..Ache sua massa. 


35 Ache o momento de inércia em relação a l para o 
sólido descrito no Exercício 33. 


36 Ache o momento de inércia em relação ao éixo-z 


para o sólido descrito no Exercício 34. 


37 Para uma altitude z de até 10.000 metros, a densi- 
dade ô (em kg/m?) da atmosfera terrestre pode ser 
aproximada por 


5 =1,2-(1,05 x 10“ + (2,6 + 10)? 


Estime a massa de uma coluna de ar de 10 quiló- 
metros de altura com base circular de 3 metros de 
raio. 


38 Um sólido é cortado da esfera x? + y? + 22 = 4 pelo 
cilindro x? + y? = 2y. A densidade em P(x, y, 2) é 
“diretamente proporcional à distância do plano-xy 
“a P. Ache (a) sua massa e (b) seu centro de massa. 


Exeres. 39-40: Use coordenadas cilíndricas para cal- 
cular a integral. 


1 Ni-y 
39 f | 7 


2 ¿Vx e ay ; A 
40 Vx? + y? 
Dll, Vireda 


AA | 
|, z dz dx dy 
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AZ Nesta seção estudaremos o sistema de coordenadas esféricas 
Qe “em três dimensões. As coordenadas esféricas de um ponto P 
Ea são dadas por um terno ordenado (p, 6, 9), em que, conforme 
Si Figura 17.71, p = ||OP||, y é o ángulo entre OP e o vetor k, e 
Pp. 4, 8) 9 é um ângulo polar associado à projeção P” de P sobre o 
-~ plano-xy. O ponto Q é a projeção de P sobre o eixo-z. Note que 
p20e0<0<r. 


Se p, > 0, o gráfico de p = p, é uma esfera de raio pọ com 
centro O (ver Figura 17.72(1)). O gráfico de p = O consiste em 
um único ponto, a origem. 


A PE O 


Figura 17.71 Se0<Q,<T,O gráfico de 4 = 4, é um meio-cone de vértice 
` em O (ver Figura 17.72(ii)). O gráfico de O = 0 é a parte 
náo-negativa do eixo-z, e o gráfico de q = 7 é a parte não-positiva. 


(1) St GA. i) coéca 


| Figura 17.72 


O gráfico de 6 = 0, é um semiplano contendo o eixo-z (ver 
Figura 17.72(11i)). 


Podemos estabelecer as relações entre as coordenadas 
esféricas (p, Q, 0) e as coordenadas retangulares (x, y, z) de um 
ponto P, referindo-nos à Figura 17.71. Considerando que 


x = |OP| cos © e y = [OP] sen 6 


e que 


IOP] = DP] = p sen 6 e [OQ] = p cos 9. 


x 
Figura 17.73 


Teorema (17.31) 
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temos (i) do próximo teorema. A parte Gi) é é Gonseghência da 
fórmula da distância (14.13). - 


O 
Se um ponto P tem coordenadas esféricas (4, 1/6 m3), ache as 
coordenadas retangulares e cilíndricas de P. 


SOLUÇÃO | 


O ponto P está grafado na Figura 17.73. Aplicando o Teorema 
(17.30), com p = 4,0 =1/6e 9=11/3, obtemos as coordenadas 
retangulares: 


EXEMPLO 1. ÓN Ls = 


T T 111 
x=4 sen ¿cos 7 =4 2 |> =1 

T T 1/43 
y =4sen sen =4 2 2 =43 
2=4c08 5 =4 a =2 13. 


Para achar as coordenadas cilíndricas de P, notemos primeiro que 
r=x +y =1+3=4 


e, então, r = + 2. Assim, as coordenadas cilíndricas (r, 0, z) de 
P são (2, 1/3, 2V3). 


EXEMPLO 2 


Ache uma equação em coordenadas esféricas cujo gráfico seja 
o parabolóide z = x? + y?. 


SOLUÇÃO 
Fazendo a substituição conforme (17.31)(i), obtemos 


p cos 4 = p° sen? y cos? O + p? sen? q sen? O 
= p? sen? (cos? 8 + sen? 0) 
=p? sen? q 
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ou equivalentemente 
p(cos $ — p sen? $) =0 
Logo - l 
p = 0 ou p sen? q = cos q 


- O gráfico de p = 0 é a origem, que está também no gráfico de 
p sen? q = cos 4. Logo, z =x? + y? é equivalente a p sen” y = cos q. 


Não podemos ter sen q = 0 na equação p sen? q = cos q porque, 
neste caso, p= 0 ou p=, e então cos y = 1 ou cos p= —1, o que nos 
leva ao absurdo O = 1 ou 0 =- 1. Portanto, podemos dividir ambos 
os membros da equação p sen? q = cos 4 por sen? 4, obtendo 


cos _ cosh 1 
PA Sen? 7 sen p sen q 
ou equivalentemente 


p = cotg q csc q 


EXEMPLO 3 


Transforme a equação p = 2 sen q cos O para coordenadas 
retangulares e descreva o seu gráfico. 


SOLUÇÃO 


Como visamos utilizar a primeira fórmula de (17.31)(1), multi- 
plicamos ambos os membros da equação por p:obtendo 


p? = 2p sen q cos O 


A aplicação de (17.31) nos dá a seguinte equação equivalente 
emx,yez: à 


x? +y 422 =2x 
(x-17+y2+272=1 


Por (14.15), o gráfico é uma esfera de raio 1 cujo centro, em 
coordenadas retangulares, é (1, 0, 0). 


Às vezes é conveniente utilizarmos coordenadas esféricas 
para calcular integrais triplas. O caso mais simples ocorre quando 
uma função f de p, $ e O é contínua em toda uma região da forma 


O=((p,4,0):aspsb,csp<dm<0sn) ' 
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Xx 


Dividimos Q em sub-regiões Q), O,, ..., O, que tenham a mesma 
forma de Q, por meio de gráficos de equações p= ap $ =c,e 


0=m, em que a, c, e m, são números nos intervalos [a, b], [c, 


d] e [m, n], respectivamente. Esses gráficos sáo esferas com 
centros na origem, cones com eixo ao longo do eixo-z e semi- 
planos contendo o eixo-z, respectivamente (ver Figura 17.72). 


“A Figura 17.74(i) ilustra uma sub-região típica Q, O 
incremento Ap, é à distância entre duas esferas consecutivas, 
Ap, é a variação no ângulo do vértice entre cones sucessivos e 
A0, é o ângulo entre dois semiplanos sucessivos. Se, conforme 
Figura 17.74(ii), P tem coordenadas esféricas (py, 4, 9,) e P' é 
a projeção de P sobre o eixo-z, então, pela trigonometria, o 
comprimento do segmento PºP é py send, e então, pelo Teorema 


(1.14), o comprimento do arco PS é p, sen q, AB,. A distância 


de O a P é p, de modo que o comprimento do arco PR é Pi 
Ap, O comprimento do segmento PQ é Ap, Aproximaremos o 


volume AV, de Q, considerando-o um paralelepípedo retângulo 
com essas três dimensões. Assim 


AV, e (Pp; sen OA A0,) (Pr AQ) Ap, 


ou AV, = p? sen q, Ap, Ad, AO, 


- Definimos a integral tripla de fsobre Q como um limite de somas 


de Riemann D f(p, dy, 0,) AV, Demonstra-se o seguinte 


teorema. 


AZ O E 


p, sen p] 


Figura 17.74 


Teorema de cálculo 
(coordenadas esféricas (17.32) 


Sa (60,0) 
Figura 17.75 
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Há cinco outras ordens possíveis de integracáo para esta integral 
iterada. 


As coordenadas esféricas podem também ser utilizadas 
sobre regióes mais complicadas do que a que acabamos de 
considerar, utilizando-se particóes interiores. Em tais casos, os 
limites de integracáo da integral iterada devem ser ajustados 
convenientemente. 


Nos dois exemplos seguintes reconsideramos os Exem- 
plos 3 e 4 da seção precedente, os quais resolvemos utilizando 
coordenadas cilíndricas. 


EXEMPLO 4 
Ache o centróide de um sólido hemisférico O de raio a. 
SOLUCÁO 


A Figura 17.75 representa o sólido, juntamente com um elemen- 
to de volume em coordenadas esféricas e uma coluna indicando 
uma primeira integração (parcial) em relação a p. Tal como no 
Exemplo 3 da Seção 17.7, basta achar Z. Utilizando coordenadas 
esféricas, temos 


Maa co 


2x 1/2 a 


=f. f f, (e cos dp? sen $ dp dy do 


0 


4 


2a 1/2 E 
oo | 


4 
P | sen $ cos 4 dy de 
0 ds 


2n .x/2 


A NA sen 4 cos $ dh do 


2), fase | de 
-idjo = ¿nal 
1 ta 
Doo B e paiT a | 
3 
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=y 


x 
Figura 17.76 


x 
Figura 17.77 


EXEMPLOS 


Um sólido Q é delimitado pelo conez = Vx? + y? e pelo plano 
z=2. A densidade em P(x, y, z) é diretamente proporcional ao 
quadrado da distância da origem a P. Ache sua massa. 


SOLUÇÃO 

O sólido está reesboçado na Figura 17.76, juntamente com um 
elemento de volume em coordenadas esféricas e uma coluna 
indicando uma primeira integração (parcial) em relação a p. Em 
coordenadas esféricas, a equação do plano z = 2 é p cos ọ = 2 ou 
p = 2 sec q. A densidade em (x, y, z) é dada por 


=ke +y HA) E kp? 


para uma constante k. Logo 


a a 


m4  2secq 


2x 
kJ. Í $ p? - p? sen $ dp dọ de 


2 sec q 


| sen Y dy do 
0 


2n 1/4 5 
[5 


2m 1/4 
afi 


Z sec q sen q de de 
0 


ha 2x 1/4 g 
RELA J, sec” q sec p tg | de de 


1/4 


2 Rf, [isto] de 


0 


2x 
-8 _ 48 
RELA) (4-1) dð = E mk 


EXEMPLO 6 


Ache o volume e o centróide da região O delimitada acima pela 
esfera p = a e abaixo pelo cone 4 = c, com O < c < 1/2. 


SOLUÇÃO | 


A Figura 17.77 ilustra a região Q, juntamente com um elemento 
de volume em coordenadas esféricas e uma coluna indicando uma 
primeira integração (parcial) em relação a p. O volume V é 
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: 2x EL. f 
eaaa], SJ, e? sen é dp de do 
1 
LIS | senda 


2x c 27 
saf J senp dy do = 50º f |- cos $ |, do 


2x 
se). (1 — cos c) do = 2 næ (1 - cos c) 


Por simetria, o centróide está sobre o eixo-z, de modo que basta 
acharmos z = M, /V. Aplicando (17.26)(1i) com (x, y, z)=1, 
obtemos : 


27 c à 
My, =S]fz av =f J. J (€ cos 9)p? sen $ dp aq do 
| Q 
E 2m € pf 2 ` 
a 4 | sen cos pap ao 
-1d f” f sengcospdpdo=4 at f” [heno], do 


2x 
=t sen?c f do = į nal sen? c 
0 


O centróide, em coordenadas retangulares, é (0, 0, Z ), com 


- My 3 
2=— = gal + cos c) 
EXERCÍCIOS 17.8 
Exercs. 1-2: Transforme as coordenadas esféricas em 6 (a)p=5 (b) Y = 211/3 (c) O = 7/4 
(a) coordenadas retangulares e (b) coordenadas cilín-. 
dricas. ? p=4cosg 2 qse = 
1 (4,116,112) l 2 (1, 37/4, 27/3) 9 pcosd=3 10 p=4secq 
Exercs. 3-4: Transforme as coordenadas retangulares EL peso semen RE pis ea ORE 
em (a) coordenadas esféricas e (b) em coordenadas 13 p =5 csc $ csc O 14 p = 2 csc ọ sec O 
cilíndricas. 
; 15 p=5cscọ 16 psend=3 
3 (1, 1, -2v2) 4 (1, v3, 0) 
17 tg4=2 18 tg0=4 

Exercs. 5-20: Descreva o gráfico da equação em três i 
dimensões. k 19 p=6 cot p esc O 20 p*-3p+2=0 


5 (a)p=3 (b) $ = 7/6 (c) 8 = 1/3 
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Exeres. 21-30: Transforme a equação para coorde- 
nadas esféricas. 


2 2+y+2%=4 22 2 +y?=4z 
23 3x +y=4z= 12 24 y=x 

25 l =4-y 26 +0 -2f =4 
2770-472 +y?=0 28x-y-2=1 
29y+72=9 30 x +z =9 


Exercs. 31-38: Use coordenadas esféricas. 


31 Ache a massa e o centro de massa de um sólido 
hemisférico de raio a se a densidade em um ponto 
Pé diretamente proporcional à distância do centro 
da base a P. 


32 Ache o volume e o centróide do sólido delimitado 
pelo cone z = Vx? + y”, pelo cilindro x? + y? = 4 
e pelo plano-xy. 

33 Ache o momento de inércia, em relação ao eixo de 
simetria, do hemisfério do Exercício 31. 


34 Ache o momento de inércia, em relação a um 
diâmetro da base, de um sólido nomisferico homo- 
gêneo de raio a. 


35 Ache o volume do sólido situado acima do cone 
z2? =x" + y? e interior à esfera x? + y? + 22 = 4z. 


36 Ache o volume do sólido exterior ao cone 2? = x? 
+ y? e interior à esfera +y +27=1. 


37 Ache a massa do sólido exterior à esfera 1? + y? + 


z? = 1 e interior à esfera 2 + y? + 2 = 2, se a ' 


densidade em um ponto P é diretamente propor- 
cional ao quadrado da distância do centro das 
esferas a P. 


38 Supondo-se a Terra esférica com raio de 6.370 
quilômetros, a densidade 3 (em kg/m?) da atmos- 
fera a uma distância de p metros do centro da Terra 
pode ser aproximada por 


ô =619,09-(9,7x10p 


wj 


para 6.370.000 < p < 6.373.000. 


(a) Estime a massa da atmosfera entre o nível do 
solo e uma altitude de 3 quilômetros. 


(b) A atmosfera se estende além de uma altitude 
de 100 quilômetros e tem uma massa total de 
aproximadamente 5,1 x 10!8 quilogramas. Que 
percentagem da massa está nos 3 quilômetros 
inferiores da atmosfera? 


Exercs. 39-40: Calcule a integral, transformando para 
coordenadas esféricas. 


Vga y? y 
cales (2 +y? +22) dz dy dx 


y 


A ço 


41 Arelacáo entre coordenadas esféricas e retangulares 
é importante no planejamento de juntas de bracos de 
robós. A figura abaixo ilustra o movimento causado 
pelas três juntas: uma junta em dobradiça faz o braço 
girar de um ángulo 0 em torno do eixo-z, no plano-xy 
uma junta deslizante estende e contrai o comprimen- 
to £ do braço, e outra junta move o braço para cima 
e para baixo de um ângulo à (em coordenadas esfé- 
ricas). 


de: +y2+2º dz dx dy 


(a) Se as juntas estão ajustadas em 8 = 120º, ọ = 
135º e L = 12 pol, ache as coordenadas retan- 
gulares da junta P na mão do braço. 


(b) Descreva as variações de 0, d e L necessárias 
para apanhar um objeto que está no ponto 
(-8, - 8, 8) (coordenadas retangulares). 
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42 Utilizam-se pequenos movimentos das juntas dos (a) Por meio de diferenciais, estabeleça fórmulas 
braços de um robô, chamados movimentos dife- . para os erros correspondentes Ax, Ay e Az nas 
renciais, para descrever a mudança de posição da coordenadas retangulares de P. 


mão quando o ajuste das juntas não é exato. Supo- 
nha que os ajustes das juntas 0, y e L para o braço 
no Exercício 41 tenha erros A9, Ap e AL. 


(b) Use as fórmulas obtidas em (a) para estimar 
Ax, Ay e Az se O = 135%, y = 45, L = 12 pol, 
A90=-1%,A9=0,5 e AL = 0,1. 


17.9 MUDANÇA DE VARIÁVEIS E JACOBIANOS | 


AY Av Na Seção 17.3 vimos como transformar uma integral dupla em 
coordenadas retangulares em outra integral dupla em coordena- 
das polares. Nas duas seções precedentes estudamos integrais 
triplas em coordenadas cilíndricas e esféricas. Introduziremos 
agora um método mais geral para a mudança de variáveis em 
integrais múltiplas. Este método está estreitamente relacionado 
com as transformações (ou correspondências) de um sistema 
retangular para outro. 


(6,3) : de ad 
Comecemos considerando uma função T cujo domínio D 


é uma região do plano-xy e cujo contradomínio E é uma região 
do plano-uv. De acordo com a Figura 17.78, a cada ponto (x, y) 
Figura 17.78 em D corresponde exatamente um ponto (u, v) em E tal que T(x, 
y) = (u, v): Chamamos T uma transformação de coordenadas 
do plano-xy para o plano-uv. Como cada par (u, v) é univoca- 
mente determinado por (x, y), ambas u e v são funções de x e y. 
Temos, assim, as seguintes fórmulas de transformação, em que 
fe g são funções que têm o mesmo domínio D que T. 


x 


Transformacáo de 
coordenadas (17.33) 


Dada a transformacáo de coordenadas (17.33), particione- 
mos uma região do plano-uv por meio de retas verticais u = c,, 


u = C,, U = Cy, ... eretas horizontais v = d}, v = d,, V = ds, ..., 
conforme ilustrado na Figura 17.79(1). As curvas de nível para 
fe g no plano-xy são os gráficos de 


u=f œ y) =c,e v= g(x, y) = d, 


paraj=1,2,3,..ek=1,2,3,... . Estas curvas definem uma 
partigáo curvilinear de uma regiáo no plano-xy, conforme ilus- 
trado na Figura 17.79(ii). Chamamos as curvas u = f (x, y) = C, 
e v = g(x, y) = d, no plano-xy curvas-u e curvas-v, respectiva- 
mente. Naturalmente, os tipos de curvas obtidas dependem da 
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natureza das funções f e g. O próximo exemplo ilustra um caso 
em que cada curva-u e cada curva-v é uma reta. 


(1) (ii) 
AY AY 


= Y 


Figura 17.79 


EXEMPLO 1 


Seja T a transformação de coordenadas do plano-xy para o 
plano-uv definida por 


U=x+2y, V=x-2y 


Esboce, no plano-uv, as retas verticaisu=2,u=4,4=6,4=8 


e as retas horizontais v = — 1, v = 1, v = 3, v = 5. Esboce as 
curvas-u e as curvas-v correspondentes no plano-xy. 
SOLUÇÃO 


A Figura 17.80(1) ilustra as retas verticais e horizontais no 
plano-uv. 


As curvas no plano-xy sáo as retas 
x+2y=2,x+2y=4,x+2y=6,x+2y=8 
e as curvas-y são as retas 
x—2y=-1,x-2y=1,x-2y=3,x-2y=5 


A Figura 17.80(11) ilustra essas retas. 
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© | (i) 


=Y 


Figura 17.80 


A transformação T no Exemplo 1 é um-a-um, isto é, se (x,, 
y ,) = X» Ya) no plano-xy, então T(x,, y,) = T(x,, y) no plano-uv. 
Em geral, se T é uma transformação de coordenadas um-a-um, 
então, invertendo a correspondência, obtemos uma transforma- 
ção T ~! do plano-uv para o plano-xy chamada inversa de T. 
Podemos representar T ~t por equações da forma 


x = F(u, v), y = G(u, v) 


para certas funções F e G. Se ilustramos uma transformação T 
por meio de uma seta, conforme Figura 17.78, então a inversa 
T 7? pode ser ilustrada invertendo-se o sentido da seta, conforme 
Figura 17.81. Note que T ~! (T(x, y)) = (x, y) e T(T ~! (u,v)) 
= (u, v), para todo (x, y) em D e todo (u, v) em E. 


EXEMPLO 2 


(a) Ache a inversa da transformação T do Exemplo 1. 


AY AY : 
(b) Ache a curva do plano-uv que T 7! transforma na elipse 


x +4y2=1, 
SOLUÇÃO 


(a) A transformação T é dada por 


U=x+2y,v=x-2y 


fs y) Somando membro a membro estas equacóes, obtemos u + v = 
2x. Subtraindo membro a membro, obtemos u — v = 4y. Assim, 


T 71 é dada por i 


Figura 17.81 Es 2 (u +v), y = à (u - v) 
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(b) Como x e y estão relacionados pelas duas últimas equações 
da parte (a), os pontos (u, v) correspondentes a x? + 4y? = 1 
devem satisfazer a equação 


Eu + vp + ata -wp=1 


o que se simplifica para 


W+r+v=2 


Av 4 


= Y 
Y 


Figura 17.82 


Segue-se que o círculo de raio V2 de centro na origem no 
plano-uv é transformado na elipse x? + 4y? = 1 por T ~t (ver 
Figura 17.82). 


EXEMPLO 3 


Se P(x, y) é um ponto arbitrário com x + 0 no plano-xy, seja 
r="x + y? 0 = arctg E 


e façamos P(0, b) corresponder ar = b, 0 = 1/2. Assim, r e O são 
coordenadas polares de P, e as igualdades precedentes definem 
uma transformação de coordenadas T do plano-xy para o plano- 
rð. Trace, no plano-r0, os gráficos der =1,r=2,r=3e 
8 == > ,0= à ,0= A Esboce as curvas-r e curvas-8 corres- 


pondentes no plano-xy. 
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SOLUÇÃO 
A Figura 17.83 é um esboço dos gráficos. 


ü) 40 (ii) 


=, 


Figura 17.83 


Na Seção 5.6 vimos como mudar variáveis em uma inte- 
A ! 
gral definida S f(x) dx. Sob condições convenientes, substi- 
a 


tuindo x = g(u), então dx = g'(u) du e 


b d 
SIO de= f FUEN) du 


em que a = g(c) e b = g(d) (ver Teorema (5.33)). Obteremos a 
seguir uma fórmula para mudar variáveis em uma integral dupla. 


Consideremos f f F(x, y) dA, em que R é uma região do 
R 


plano-xy, e suponhamos a substituição 


x = f (u, v), y = g(u, v) 


em que f'e g são funções dotadas de derivadas parciais segundas 
contínuas. Essas equações definem uma transformação de coor- 
denadas W do plano-uv para o plano-xy. Uma vez substituídos 
x e y, o integrando se torna uma função de u e v. Um de nossos 
objetivos é achar uma região S do plano-uv que seja transforma- 
da em R por W, conforme ilustrado na Figura 17.84, e tal que 


Ji Fe. y da = ff ECF Cu v), g(u, v)) de 
R S 
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AY Av 


Figura 17.84 


Para que exista uma região conveniente S, é necessário 
impor restrições à região R e ao integrando F(x, y). Admitiremos 
que R consiste em todos os pontos que estão sobre uma curva 
simples, fechada, parcialmente suave C ou no interior dela, e 
que F tenha derivadas parciais primeiras contínuas em toda uma 
região aberta contendo R. A direção positiva ao longo de C é 
tal que, quando um ponto P percorre C, a região R está sempre 
à esquerda. Para a direção negativa, R está sempre à direita 
quando P percorre C. Exigiremos também que W transforme 
uma região S do plano-uv biunivocamente em R, e que S seja 
limitada por uma curva K simples, fechada, parcialmente suave 
que W transforme em C. Nossa exigéncia final é que, quando (u, 
v) traçar K uma vez na direção positiva, o ponto (x, y) corres- 
pondente trace C uma vez no sentido positivo ou no sentido 
negativo. É possível enfraquecer estas condições, entretanto, 
isto ultrapassa o âmbito deste livro. 


A função de ue v introduzida na próxima definição será usada 
no processo de mudança de variável. Sua denominação é uma 
homenagem ao matemático alemão C.G. Jacobi (1804-1851). 


Definição (17.34) 


No próximo teorema, todos os símbolos têm as mesmas 
significações que anteriormente, e admitiremos que as regiões 
e funções satisfaçam as condições impostas. No enunciado do 


l 
: 
e 
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Enio iii e criar ii iii pç pi ii iai ii po es 


Teorema (17.35) 


Corolário (17.36) 


teorema, utilizaremos as notações dx dy e du dv em lugar de dA, 
de modo a não restar nenhuma dúvida sobre a região de integração. 


À medida que (u,v) traça a fronteira K de S uma vez na direção 
positiva, o ponto correspondente (x, y) traça a fronteira C de R uma 
vez, seja no sentido positivo, quando se escolhe o sinal “mais”, ou 
no sentido negativo, quando se escolhe o sinal “menos”. 


No Apêndice II damos uma demonstração do Teorema (17.35) 


- baseada no Teorema de Green (18.19). 


Fazendo F(x, y) = 1 para todo (x, y) em R, então a integral 
à esquerda em (17.35) é a área A de R; obtemos 


A = s Sf quo) dd 


Se ô(x, ýy/ð(u, v) > O em toda a S, então a integral dupla à direita 
desta equação é positiva, devendo-se usar o sinal +. Isto mostra 
que se o jacobiano é sempre positivo, então, quando o ponto 
(u, v) traça a fronteira K e S uma vez na direção positiva, o ponto 
(x, y) traça a fronteira C de R uma vez na direção positiva. Se o 
jacobiano é sempre negativo, então (x, y) traça C uma vez na 


“direção negativa. Isto nos dá o seguinte corolário do Teorema 


(17.35). 


EXEMPLO 4 


Calcule 
Jf e? = xQ + x) dx dy 
R 


em que R é a região do plano-xy delimitada pelo trapezóide de 
vértices (0, 1), (0, 2), (2, 0) e (1, 0). 
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(1) 


(0, 2) 
(0, 1) 


SOLUCÁO 


O fato de y—xe y + xaparecerem no integrando sugere a seguinte 
substituição: 


u=y-x,v=y+x 


Estas equações definem uma transformação T do plano-xy para 
o plano-uv. Para aplicar o Teorema (17.35), devemos utilizar a 
transformação inversa T ~t. Para achar T ~t, resolvemos as 
equações precedentes em relação a x e y em termos de u e v, 
obtendo 


“a _1 
xo lu +v), y = ¿(u +v) 


Por (17.34), o jacobiano é 


eL a 
Au, v) Lob 4 40 2 


A Figura 17.85(i) ilustra a região R. Para determinar a 
região $ no plano-uv que se transforma em R, notemos que os 
lados de R estáo sobre as retas 


x=0,x+y=2,y=0,x+y=1 


Fazendox = ] (=u + v) e y = ¿(u + v), vemos que as cur- 


vas correspondentes no plano-uv são, respectivamente, 


v=bv=2,v=->u,v=1 


Essas: retas definem a fronteira da região trapezoidal S exibida 
na Figura 17.85(11). © 


(ii) 
AY AY 


x+y=1 (1,0) (2,0) X 


Figura 17.85 


ay 


E dd dd a dd O o dad dA o ar e as E anio 


| 


Figura 17.86 


AG 


Figura 17.87 
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Se o ponto (u, v) percorre a reta v = u de (1, 1) a (2, 2), 
então o ponto correspondente (x, y) percorre a reta x = O de (0, 
1) a (0, 2). Analogamente, se (u, v) percorre a reta v = 2 de (2, 
2) a 2, 2), então (x, y) percorre a reta x + y = 2 de (0, 2) a (2, 
0). Procedendo desta maneira, vé-se que, se (u, v) percorre a 
fronteira de $ uma vez na direção positiva, então (x, y) traça a 
fronteira de R uma vez na direção negativa. Pode-se mostrar 
também, por meio de desigualdades, que pontos interiores de S 
correspondem a pontos interiores de R. 


Aplicando o Teorema (17.35), temos 


feo ax dy =- [fer (- 3) du dv 
R : S 


EXEMPLO 5 


Calcule Í f ew dr dy para a região R do primeiro qua- 
R 


drante no plano-xy situada entre os arcos circulares da Figura 
17.86. 


SOLUÇÃO 


Poderíamos calcular esta integral transformando-a em coorde- 
nadas polares, como fizemos na Seção 17.3, entretanto, nosso 
objetivo é demonstrar a aplicação do Teorema (17.35). A subs- 
tituição polar 


x=rcos 0, y =rsen0 


define uma transformação do plano-r8 no plano-xy, cujo jaco- 
biano é 


dx, y) _ | cos 8 -r sen O 


Ar, 0) © |senO rcos0| 3” 


Pode-se verificar que a região retangular $ no plano-r0 delimi- 
tada por r= 1; r = 2, 0 = 0 e 0 =w/2 (ver Figura 17.87) 
corresponde a R pela transformação. Além disso, quando (r, 0) 
percorre a fronteira de S uma vez na direção positiva, o ponto 
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correspondente (x, y) percorre R uma vez na direção positiva. 
Logo, pelo Teorema (17.35), 


fea dy ffe” rdr do 


R 8 

5/22, 1/2 E 

=f fe" rdrdo= ->e | de 
o + 0 1 
j i n/2 

z ijet e 

=-ale!-enf do 

= -1 ale t*- e!) = 0,275 


Pode-se estender a Definição (17.34) a funções de três 
variáveis, como a seguir. 


Definição (17.37) 


O teorema seguinte é o análogo tridimensional ao Corolário 
(17.36). 


Teorema (17.38) 


Para ilustrar a Definição (17.37), se utilizarmos as fórmu- 
las das coordenadas esféricas (17.31), então 


x = p sen $ cos 9, y = p sen q sen 9, z = p cos q 3 
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No Exercício 33, pede-se mostrar que 
a(x, y > z) = 0? sen | 
ap, 4, 6) A 


Como p° sen $ > 0, a conclusão do Teorema (17.38) toma a 
forma 


[ff Fx. y, 2) dx dy dz = fff GCP, d, 0)p? sen $ dp dy de 
R S 


que concorda com a fórmula (17.32), obtida de maneira intuitiva. 


Concluiremos esta seção com um problema aplicado que 
envolve uma mudança de variáveis em uma integral dupla. 


EXEMPLO 6 


Senóides elípticas constituem boas aproximações da forma do fundo 
de muitos lagos. Suponha que a borda de um lago tenha a forma da 
elipse (a?) + (yb?) = 1, com a e b positivos. Se a profundidade 
máxima da água é h,,, então uma senóide elíptica é dada por 


Eu ER 
f(x, y) = — hy cos 2 Atp 


em que (xa?) + (y?/b?) < 1 (ver Figura 17.88). Ache o volume 
Ve a profundidade média A, . da água no lago. 


Figura 17.88 


SOLUÇÃO 


Se R é a região elíptica que corresponde à superfície do lago (ver 
Figura 17.89(i)), então, como a profundidade da água em (x, y) 


é fæ y), 
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i 
(i) i 
(0, b) 
(ii) 
AV 
Figura 17.89 


=Y 


vs Ji Fæ y| dA = hy Jj cos a a = dA 


A forma do integrando sugere a substituição 
x = au, y = bv 


Neste caso, o jacobiano é d(x, y)/O(u, v) = ab > 0, e a região S 
que corresponde a R é o disco circular u” + v? < 1 (ver Figura 
17.89(11)). Aplicando o Corolário (17.36), obtemos 


V= abiy | cos (F VEE | da do 
uso E 


Podemos agora calcular a última integral transformando-a em 
coordenadas polares u = F cos 6, v = r sen 6, o que nos dá 


21 pl 
V = abh, | | cos 5) dr de 
l o % 


Utilizando a integração por partes, ou a Fórmula 83 da tábua de 
integrais, temos 


= abhy E a px = 1,4535abh,, 


Esta fórmula pode ser usada para estimar o volume do lago a 
partir das três medidas a, be Ay. 
A área da região elíptica R é tab. Aplicando às integrais duplas 
um análogo da Definição (5.29), obtemos a profundidade média: 
1 
Asa = Hab. Ji f(x, y)| dA 
Logo 


1 
ada (1,4535)abh,, = 0,4627h,, 


méd 


Um estudo de 107 lagos em todo o mundo acusou um valor 
médio A «/hy de 0,467. 


méd! 


EXERCÍCIOS 17.9 


Exercs. 1-8: Seja T a transformação do plano-xy para 
o plano-uv definida pelas fórmulas dadas. (a) Descre- 
va as curvas-u e as curvas-v. (b) Estabeleça fórmulas 
x =F (u, v), y =G (u, v) que definam 7º. 


1 u=3x, v= y 

2 u = ty, v=x 

3 u=x-y, v = 2x + 3y 
4 u=- 5x + 4y, v=2x-3y 
5 u=%, V=x+y 
6 u=x+1, v=2-y 
7 u=e, v=e 

8 uze?, pe 


Exercs. 9-12: Seja T a transformação de coordenadas 
indicada (ver Exercícios 1-4). Ache a curva no plano- 
uv que corresponde à curva no plano-xy especificada 


em (a) e (b). 
9 u=3x,v=5y 
(a) o retângulo de vértices (0, 0), (0, 1), (2, 1), (2, 0). 
(b) o círculo x? + y? = 1 
10 u = a yY, v= qe 
(a) o triángulo de vértices (0, 0), (3, 6), (9, 4) 
(b) a reta 3x— 2y = 4 
11 u=x-—y,v=2x+ 3y 
(a) o triángulo de vértices (0, 0), (0, 1), (2, 0) 
(b) a reta x + 2y = 1 
12 u =- 5x + 4y, v = 2x — 3y 
(a) o quadrado de vértices (0, 0), (1, — 1), (2, 0), (1, 1) 


(b) o círculo x? + y? = 1 


Exercs. 13-16: Ache o jacobiano E 


13 x=12- y? y = 2uv 


14 x= e" sen v, y = e” cos v 
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15 x= ve“ y = ye" 


16 x = 


u y 
y = 
W yo! u +v? 


alx, y, z) 


Exercs. 17-18: Ache o jacobiano . 
du, v, w) 


17 x=2u+3v-w, y=v-5w, z=u + 4w 


2 
18 x =u + vw, y=2v+0w, z=uww 


Exercs. 19-22: Expresse a integral como uma integral 
dupla iterada sobre uma região S no plano-uy fazendo 
a mudança de variáveis indicada. 


19 ff (y - x) ax ay 
R 


fronteira de R: y = 2x, y=0,x=2 


mudança de variáveis x = u + v, y=% 


20 JJ (3x — 4y) dx dy 
J; i 


fronteira de R: y = 3x, y = ix, x =4 


1 
2 

mudança de variáveis: x = u — 2v, y=3u-v 
21 Sf (x? + iy?) dx dy 

R 

fronteira de R: i x? + iy =1 


mudança de variáveis: x = 2u, y = 3v 


22 JJ xy dx dy 
R 


fronteira de R:y = 2V1 =x, x =0,y =0 
mudança de variáveis: x = u? — y?, y = 2uv 


Exercs. 23-28: Calcule a integral fazendo a mudança 
de variáveis indicada. 


23 ff (x — yY cos? (x + y) dx dy 
E 


fronteira de R: o quadrado de vértices (0, 1), (1, 2), 
(2,1), (1,0) l 


mudança de variáveis: u =x ~y, V =X +y 
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YE d 
e a SR dx dy. 
fronteira de R: o trapézio de vértices (1, 1), (2, 2), 
(4, 0), (2, 0) 


mudança de variáveis: u=y-x, v =y +x 
25 [f (x? + 27) dx dy 
R 


fronteira de R: xy = 1, xy = 2, y = lx], y = 2x 


mudança de variáveis: x =u/v,y =V . 
1 
26 | —————= dx d 
y (4x — 4y + 1) ý 


fronteira de R: x = v-y,x = y, x= 1 
mudança de variáveis: x = u + v, y =v-u 
2y +x 
27 ff E E dx dy 
R 


fronteira de R: o trapézio de vértices (— 1, 0), (2, 0), 
(0, 4), (0, 2) 


mudança de variáveis: u = y— 2x, v = 2y + x 


28 [| VW 2y +43) dx dy 
R 


fronteira de R: o triângulo de vértices (0, 0), (4, 0), 
(4,2) 


mudança de variáveis: u = > y, V=x-—2y 

29 Em virtude da rotação, a Terra não é perfeitamente 
esférica, mas ligeiramente achatada nos pólos, 
com raio polar de 6.356 quilômetros e raio equa- 
torial de 6.378 quilômetros. Resulta daí que a 
forma da Terra pode ser aproximada pelo elipsóide 


com a = b = 6.378 e c = 6.356. Estime o volume 
da Terra. (Sugestão: Fazer x = au, y = by, z = cw.) 


30 Um balão tem a forma da esfera xX +y +z =o, 
em que x, y e z são expressos em metros. O balão 


é aquecido vagarosamente à pressão constante de 
uma atmosfera, isto é, 1,01 x 10% N/m?, e se 
expande até atingir a forma do elipsóide x?/10 + 
y/16 + 2/12 = 1. Para um gás ideal, o trabalho W 
efetuado pelo gás é dado por 


w- ff P ar 


em que P é a pressão e V, e V, são os volumes 
inicial e final. Use o Exercício 29 para achar W. 


31 Ref. Exercício 41, Seção 17.8. É muito difícil 
achar fórmulas que descrevam a posição final da 
mão quando se movimentam cinco ou seis juntas 
do braço de um robô. O processo pode ser simpli- 
ficado utilizando-se os três ângulos de Euler q, O 
e 1y para rotação de eixos coordenados. Referin- 
do-nos à figura, primeiro giramos o plano-xy de 
um ángulo q em torno do eixo-z, obtendo os novos 
eixos x” e y””. Em seguida, giramos o plano-x”z 
de um ángulo 8 em torno do eixo-y””, obtendo os 
novos eixos x” e z’. Finalmente, giramos o pla- 
no-x””"y” de um ángulo y em torno do eixo-z”, 
obtendo os novos eixos x” e y”. Se as coordenadas 
de um ponto P da mão são (x, y, z) no sistema-xyz, 
então suas coordenadas œ’, y”, 2”) no sistema 
transformado sáo dadas por 


x” = (cos q cos 6 cos y — sen q sen x 
+ (- cos q cos O sen y — sen q cos W)y 
+ (cos q sen 0)z 


y” = (sen q cos O cos y + cos q sen y) 
+ (-sen p cos O sen y + cos p cos W)y 
+ (sen ọ sen B)z 


z’ = (— sen O cos y)x + (sen 0 sen y)y + (cos 0)z 


(a) Gira-se de um ángulo p = 45º a mão de um robó 
posicionada em P( V2, 0, 1). Ache a nova 
localização da mão. 


(b) Gira-se em seguida a mão de um ángulo 6 = 
90º. Ache a nova locação da mão. 


(c) Finalmente, gira-se a mão de um ángulo y = 
90º. Ache a posição final da mão. 
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31 P fo y, z) dí dy dz 
E R 


de coordenadas retangulares para coordenadas ci- 
líndricas. 


35 Se a transformacáo de coordenadas x = f (u, v), 
y = g(u, v) é um-a-um, mostre que 


lx, y) UU, v) _ 
alu, v) (x, y) 


Sugestáo: Aplique a propriedade seguinte dos de- 


32 Se o braço de um robô tem muitas juntas, pode-se terminantes: 

posicionar sua mão em uma localização específica ah pq ap + br aq + bs 
“de mais de uma maneira, girando as juntas dife- cd ros | 7 | cp + dr cq+ ds 
rentemente. Há exatamente uma escolha para a 
rotação se e somente se o jacobiano da transfor- 36 Dadas a transformação x = f (u, v), y = g (u, v) e a 
mação de coordenadas for diferente de zero. transformação u = A(r, s), v = k(r, s), mostre que 
(a) Ache o jacobiano d(x”, y”, 2)/9(x, y, z) do (x, y) Au, y) _ de, y) 

Exercício 31 se q = 45°, O = 90° e p = 90". alu, v) a(r, s) alr, s) 
(b) Pode-se posicionar a mão na mesma localiza- (Sugestão: Use a sugestão do Exercício 35.) 


ão utilizando valores diferentes de p, O e y? ; E 
NO Exercs. 37-38: Seja T a transformação indicada do 


33 Verifique que, para a transformação de coordena- plano-uv para'o plano-xy. Grafe os pontos (u, v) tais 
das esféricas, que 0(x, y)/0(u, v) = O para os valores indicados de 
u. (Este gráfico mostra onde T não é um-a-um.) 
a(x, y, z) = p? sen $ i 
alp, 4, 0) 37 x=} V+W, y=u-cosv;-m SUST 
4 , ) A 
34 Use (17.38) para estabelecer uma fórmula para ad A ensaiadas 
transformar 20 2 


17.10 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


Exercs. 1-6: Calcule a integral iterada. GR ad De ] 
6 ll f Í p sen q dp dọ do 
0 é 5 
2 
1f Ñ 1 Aa Gr — 2y) dy dx Exercs. 7-10: Se f (x, y) é uma função contínua arbi- 
274 trária, expresse Í IN f(x,y) dA como uma integral du- 
2 Í J T dy pla iterada, em que R é a região delimitada pelos 
gráficos das equações. 
241 } 
3 ff r dð dr 7 -y =4, ` x=4 
o"r 
s 8 x-y =4, y=4, y=0 
4 JÍ So dede 9 y =4+x, : y=4-x | 
10 y=-x2+4, y=3” 


21 
5 JSS; de de dy 
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Exercs. 11-14: Esboce a região de integração para a 
integral iterada. 


¿pl y E E 
11 EE Pas 
12 In ~ d 


B IN Mak A 


VOT TR 
a Ko de de dy 


Exercs. 15-16: Inverta à ordem de integração e cal- 
cule a integral resultante. 


15 Jl EA ye” dx dy 
1x 
16) | dy dx 
O Cx : 
Exercs. 17-18: Ache o volume do sólido abaixo do 


gráfico. da equação e acima da região R no plano-xy. 


17 z=xy,Réo retângulo de vértices (1, 1), (2, 1), 
(1, 3), (2,3). 


18 z=7 -x -y R éo círculo x + y = 4. 


19 Ache a área da parte da superfície do cone 
z = Vx? + y? interior ao cilindro x? + y? = 4x. 


20 Ache a área da superfície da parte do hiperbolóide 
x? +y? -z = 1 que está sobre o círculo x + y? = 1. 


21 Por meio de uma integral dupla ache a área da 
região delimitada pelo eixo polar e os gráficos de 
r=er=2de0=0a0=1In2. 


22 Utilizando coordenadas polares, calcule 
B a > Nx? + y dy dx 


23 Utilizando coordenadas esféricas, calcule 


da 
Re NA 


24 Seja f uma função contínua arbitrária de x, y, 
zeseja Q a região delimitada pelo parabolóide 


y= +42 e o plano y = 4. Expresse ÍI) of y, 2) 
dV como uma integral tripla iterada de seis manei- 
ras distintas. 


Exercs. 25-26: Ache a massa e o centro de massa da 
lámina que tem a forma da regiáo delimitada pelos 
gráficos das equações e a densidade indicada. 


25 y = x, y= 2x, x = 3; densidade de massa por área 
em P(x, y) diretamente proporcional à distância do 
eixo-y a P. 


26 y? =x, x = 4; densidade de massa por área em P(x, 
y) diretamente proporcionais à distância da reta 
x=-laP. 


27 Uma lâmina tem a forma da região interior ao caracol 
r=2 + sen 9 e exterior ao círculo r = 1. A densidade 
de massa por área em P(r, 0) é inversamente propor- 
cional à distância do pólo a P. Ache a massa. 


28 Uma lâmina tem a forma da região delimitada 
pelos gráficos de y = x? e y = X, e a densidade de 
massa por área em P(x, y) é diretamente propor- 
cional à distância do eixo-y a P. Ache L, I eTo. 


29 Uma lâmina tem a forma de um triángulo retângu- 
lo de lados com comprimentos a, b e Va? + b°. 
A densidade de massa por área é diretamente 
proporcional à distância em relação ao lado de 
comprimento a. Ache o momento de inércia em rela- 
ção a uma reta contendo o lado de comprimento a. 


30 Uma lâmina tem a forma da região entre círculos 
concéntricos de raios a e b, a < b. A densidade de 
massa por área em um ponto P é diretamente pro- 
porcional à distância do centro dos círculos a P. 
Utilizando coordenadas polares, ache o momento de 
inércia em relação a uma reta pelo centro. 


31 Utilizando integrais triplas, ache o volume eo 
centróide do sólido delimitado pelos gráficos do 
cilindro z =x? e dos planos y =0e y +z=4. 


32 Um sólido é delimitado pelo parabolóide z = 9x? 


+ y? e pelo plano z = 9. A densidade em P(x, y, z) 
é inversamente proporcional ao quadrado da dis- 
táncia de (0, 0, — 1) a P. Estabeleça uma integral 
tripla iterada para achar o momento de inércia em 
relação ao eixo-z. 


33 Um sólido é delimitado pelo hiperbolóide 1? — y? 
+Z = e pelos planos y = 0 e y = 4. A densidade 
em P(x, y, 2) é diretamente proporcional à distân- 
cia do eixo-y a P. Estabeleça uma integral tripla 
iterada para achar o momento. de inércia em rela- 
ção ao eixo-y. 


34 Um sólido homogêneo de densidade ô é delimita- 
do pelo parabolóide z = 9 — x? — y”, pelo interior 
do cilindro x? + y” = 4 e pelo plano-xy. Por meio 
de coordenadas cilíndricas, ache 
(a) a massa (b) o centro de massa 

(c) o momento de inércia em relação ao eixo-z. 


35 Um sólido esférico tem raio a, e a densidade em 
um ponto arbitrário é diretamente proporcional à 
distância do ponto ao centro da esfera. Utilize 
coordenadas esféricas para achar a massa. 


Exercs. 36-37: Complete a tabela. 


Coordenadas Coordenadas Coordenadas 
retangulares cilíndricas esféricas 

36 (2,-2,1) 

37 (12, 1/6, 31/4) 


Exercs. 38-43: Escreva a equação em coordenadas 
retangulares e descreva seu gráfico em três dimen- 
sões. 


38 r=-csc0 39 2 +37 =9 
402 =Ír 41 psenb=4 
42 psengcos0=1 43 p"-3p=0 


Exercs. 44-47: Transforme a equação para (a) coorde- 
nadas cilíndricas e (b) coordenadas esféricas. 


4 10+y=1 
46 +y+2-2=0 


45 z=x -y 


47 2x+y-3z=4 


Exercs. 48-49: Expresse a área da região em termos 
de uma ou mais integrais duplas iteradas que envol- 
vam apenas a ordem de integração (a) dy dx, (b) 
dx dy e (c) dr dê. 
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«Y 


Exercs. 50-51: Expresse a área da regiáo em termos 
de uma ou mais integrais triplas iteradas em (a) coor- 
denadas retangulares, (b) coordenadas cilíndricas e 
(c) coordenadas esféricas. 


X+y+z=18 
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Az (a) as.curvas-u (b) as curvas-v : 


(e) a curva do plano-uv correspondente à reta ax 
+by+c=0 


(£) a curva do plano-uv correspondente ao círculo 
Arya 


53 Calcule a integral 


1.2-y 
y f Í ee YE +») dx dy 
2 2 2 0%y 
x +y +z =25 3 : 
aplicando a mudança de variáveis u =x —y, v =x + y. 
52 Se uma transformação T do plano-xy para o pla- 
no-uv é dada por u = 2x + 5y, v = 3x — 4y, ache 


Capítulo 18 


MAKRON 
Books 


CÁLCULO VETORIAL 


INTRODUÇÃO 


Neste capítulo, aplicaremos métodos an- 
teriores a novos conceitos, obtendo resulta- 
dos que encontram muitas aplicações nas 
ciências. Abordaremos primeiro os campos 
vetoriais. As principais aplicações envolvem 
campos de velocidade e campos de força seja 
de sólidos, líquidos-ou gases — assim chama- 
dos porque a cada partícula da substância 
associamos um vetor velocidade ou um vetor 
força. De importância primordial são os cam- 
pos vetoriais conservativos, porque incluem 
os.campos gravitacional e eletromagnético, 
presentes em todo ò universo. 


As integrais curvilíneas, que sáo gene- 
ralizações da integral definida, permitem-nos 
achar o trabalho realizado quando uma partí- 
cula se move em um de campo de forca. As 
integrais de superfície sáo extensóes das in- 
tegrais duplas e se aplicam a problemas de 
fluxo — taxa de fluxo de energia, fluídos e 
gases através de uma superfície. As integrais 
curvilíneas e de superfície sáo usadas na in- 
terpretacáo da divergéncia e do rotacional de 
um campo vetorial. A divergéncia mede a 
taxa á qual uma entidade física, como o calor, 
é absorvida ou gerada na vizinhanca de um 
ponto. O rotacional permite descrever os as- 
pectos rotacionais de um campo vetorial, tais 
como direção e magnitude da circulação do 
vento dentro de um tornado. 


As seções finais abordam o teorema da 
divergência e o teorema de Stokes, que relacio- 
nam a divergência com o fluxo, e o trabalho 
com o rotacional, respectivamente. Estes dois i 
importantes resultados têm conseqüências de 
largo alcance na ciência e na engenharia. 
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18.1 CAMPOS VETORIAIS 


Se a cada ponto K de uma região está associado exatamente um 
“vetor que tem K como ponto inicial, então a coleção de todos 
esses vetores constitui um campo vetorial. A Figura 18.1 ilustra 
um campo vetorial definido por uma roda girando em torno de 
um eixo. A cada ponto da roda corresponde um vetor velocida- 
de. Um campo vetorial deste tipo é um campo de velocidade. 
Pode também determinar um campo de velocidade o fluxo de 
água ou do vento. A Figura 18.2 exibe vetores velocidade 
associados a partículas fluídas em movimento em uma corrente. 
Ilustrações assim exibem apenas uns poucos vetores do campo 
vetorial. É preciso ter em mente que a todo ponto da região está 
associado um vetor. 


a Um campo de forças é é um campo vetorial em que a cada 
Figura 18.1 ponto está associado um vetor força. Os campos de força : são 

no : comuns em estudos de mecánica e eletricidade. Em nossas 
ilustrações, admitimos que os vetores são independentes do 
tempo. Tais campos vetoriais estacionários são os únicos que 
estudaremos neste capítulo. 


Dado um campo vetorial, introduzamos um sistema coor- 
denado xyz e denotemos por F(x, y, z) o vetor associado ao ponto 
K(x, y, Z) (ver Figura 18.3). Como os componentes de F(x, y, z) 
dependem das coordenadas x, y e z de K, podemos escrever 


lo EG y, 2) = M(% y, Di + NGG y, Dj + P y, z)k 
Figura 18.2 | | 

Maz AY 
E(x, y, 2) 
: F(x, y) 


K(x, y) 


=y 


x 
Figura 18.3 Figura 18.4 


onde M, N e P são funções escalares. Reciprocamente, toda 
equação desse tipo define um campo vetorial. Assim, um çampo 
vetorial pode ser encarado como uma função F do tipo indicado 
na definição seguinte. l 
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Definição (18.1) 


Ay Como caso especial de (18.1), se o domínio D corresponde 

aumaregiáo no plano-xy e seo contradomínio é um subconjunto 

Pe de V, (ver Figura 18.4), entáo um campo vetorial F em duas 
T l =- dimensões é dado por 


A B Fẹ, y) = Ms yi + NGs y) 


e SL AE. | A F r onde M e N são funções escalares. Costumamos descrever um 
NE “campo vetorial esboçando vetores que correspondam a F(x, y, z) 
Me ou a F(x, y) para pontos típicos (x, y, z) ou (x, y), conforme 

exemplo seguinte. 


Ta EXEMPLO 1 


Figura 18.5 Descreva o campo vetorial F se F(x, y) =- yi + xj 


SOLUÇÃO 


A tabela abaixo dá os vetores F(x, y) associados a diversos pontos 
(x, y); tais vetores estão esboçados na Figura 18.5. 


(1,1) -i+j (1,3) -3i +] 
ELA di] (31) | -i-3j 
py A i EL=3) | 3i-j 


(LD | ij É G-D | i+3j 


Os vetores são análogos aos associados à roda em movimento 
da Figura 18.1. 


Para chegarmos a uma descrição geral do campo vetorial F, 
consideremos um ponto arbitrário K(x, y) e seja r = xi + yj o vetor 
posição para K(x, y) (ver Figura 18.6). F(x, y) parece ser ortogonal 
a r, sendo, assim, tangente ao círculo de raio ||r]| com centro na 
origem. Provamo-lo mostrando que r - F(x, y) = 0, como a seguir: 


Figura 18.6 r + E(x, y) = (xi+ y]): Eyi+x3) 
=-xy +yx=0 
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Definição (18.2) 


Notemos também que E z 
EG, y| = y7 +" = |l 


Logo, o módulo de F(x, y) é igual ao raio do círculo. Isto implica 
que, quando o ponto K(x, y) se move afastando-se da origem, O 
módulo de F(x, y) aumenta, como no caso da roda da Figura 18.1. 


A próxima definição introduz um dos mais importantes 
campos vetoriais que ocorre nas ciências físicas. 


onde c 


EXEMPLO2 | 
Descreva o campo quadrado inverso F(x, y, z) de (18.2). 
SOLUCÁO 

Como r = xi + yj +zk 


c 
x +y +z 


c 
E(x, y,z)= t= -(xi+yj+zk 

( y ) rf ( 2312 ( yJ ) 
Podemos escrever a última expressão como em (18.1); entretan- 
to, é mais simples analisar os vetores no campo utilizando r. Se 
c < 0, então F(x, y, z) é um múltiplo escalar negativo de r e, 
então, F(x, y, z) está dirigido para a origem. Além disso, como 


pets 2 = job Iel = ql 


o módulo de F(x, y, z) é inversamente proporcional ao quadrado 
da distância de O ao ponto (x, y, 2). Isto significa que, à medida 
que o ponto K(x, y, z) se move afastando-se da origem, o módulo 
do vetor F(x, y, z) diminui. A Figura 18.7(i) ilustra alguns 
vetores típicos para c < 0. Se c > 0, os vetores dirigem-se a partir 
da origem, conforme Figura 18.7(ii). 
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“()c<o | (ii) c>0 
AZ AZ 


E Bd S E 


Figura 18.7 Campos vetoriais quadrados inversos. 


A força da gravidade determina campos vetoriais quadra- 
dos inversos. De acordo com a lei da gravitacáo universal de 
Newton, se uma partícula de massa m, está localizada na origem 
de um sistema coordenado xyz, então a força exercida sobre uma 
partícula de massa m localizada em K(x, y, z) é 

mgm 
F(x, y, z) = -G 7 u 
Ir 
onde G é uma constante gravitacional, r é o vetor posição do 
ponto K e u = (1/|r|)r é um vetor unitário. 


Os campos quadrados inversos também ocorrem na teoria 
elétrica. A lei de Coulomb afirma que se uma carga pontual de 
Q coulombs está situada na origem, então a força F(x, y, z) que 
ela exerce sobre uma carga pontual de q coulombs localizada 
em K(x, y, z) é 


Qq 
u 
llel? 


onde c é uma constante e r e u são os mesmos da Definição 
(18.2). Note que a lei de Coulomb tem a mesma forma da lei da 
gravitação universal de Newton: 


F(x, y, z) e 


Se f é uma função de três variáveis, então, conforme 
(16.31),0 gradiente de f (x, y, z) é o campo vetorial definido 
como a seguir: ' 


VF, y, 2) = f y, Di + fx, y, 2j + LO, y, DK 
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Definição (18.3) | 


AZ 


F(x9,)0:20) 


l f(x,y,z) = e Yo E 


x 
Figura 18.8 


Teorema (18.4) 


Os campos vetoriais que são gradientes de funções escalares 
recebem um nome especial. 


Se Fé conservativo, então a função fem (18.3) é chamada 
função potencial para F e f(x, y, z) é o potencial no ponto (x, 
y, Z). Lembremos, do Teorema (16.36), que, se (Xy, Yo» Zo) está 
no domínio de F = Vf, então o vetor gradiente Vf (Xy, Yo 2p) = 
F(% Yo 29) é normal à superfície de nível S de f que contém P, 
Eo Yo Zo). A superfície S é o gráfico da equação f (x, y, zZ) = 
f (Xp Yo Zi). Assim, todo vetor F(x, Yy Z) em um campo 


vetorial conservativo é normal à superfície de nível de uma 
função potencial f para F que contém P Xp Yo Zp). A Figura 
18.8 ilustra um caso típico. Na Seção 16.6, provamos que ||F(x,, 
Yo Zol] é a taxa máxima de variação do potencial em P,. Em 
aplicações onde f (x, y, z) é a temperatura (ou potencial) em (x, 
y, Z), esta taxa máxima de variação de fé normal à superfície 
isotérmica (ou equipotencial) que contém Rý 


O próximo teorema é importante nas aplicações. 


DEMONSTRAÇÃO 


Se F é um campo quadrado i inverso, então, como na solução do 
Exemplo 2, 


cx 
(x+y? +z 


o cz 
+ (24247)? k 


F(x,y, z)= apad 


= 
2) “q? +y2+2z 


onde c é uma constante. Pela Definição (18.3), se F é conserva- 
tivo, então F(x, y, 2) = Vf (x, y, z) para alguma função escalar f, 
e os componentes de F são f(x, y, 2), f(x, y, z) e £(%, y, 2), 
respectivamente. A integracáo parcial desses componentes em 
relação a x, y e z, respectivamente, sugerem que 


-c 
(xt +y +z 


fx, y, z) E 


ae è 
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O cálculo das derivadas parciais de f prova que a suposição é 
correta. Temos o seguinte: 


F(x, Y, z) = Vf (x, y, z) = as) 


onder = ||r]| = (4 + y? + 222 


As superfícies de nível para a funcáo potencial fdo campo 
vetorial quadrado inverso F na demonstracáo do Teorema (18.4) 
são os gráficos de equações da forma 


-c 
(2 +y +z 


2142 =k 
onde k <0. Elevando ambos os membros ao quadrado e tomando 
os inversos, obtemos 


2 2 Es e 
A a S Ta 
Assim, as superfícies de nível são esferas com centro na origem. 
Os vetores F(x, y, z) são ortogonais a essas esferas, sendo, pois, 
orientados para O ou a partir de O, conforme Figura 18.7. 


Na física, a função potencial de um campo vetorial con- 
servativo F se define como a função p tal que E(x, y, z) = — Vp(x, 
y, 7). Neste caso, fazendo p = — f na demonstração do Teorema 
(18.4), obtemos E(x, y, z) = V(c/r). Aduziremos novas informa- 
ções sobre campos vetoriais conservativos mais adiante neste 
capítulo. Em particular, na Seção 18.3, estudaremos um método 
para achar f (x, y, z), dado F(x, y, 2) = Vf(x, y, z). 


O operador diferencial vetorial V em três dimensões é 


ð j2 rk 
dx J 3y dz 


V=i 


Por (16.31), se V opera sobre uma função escalar f, produz o 
gradiente de f, 


o f., əf., öf 
Vf=Vf= AF ayi + az K 
Aplicaremos a seguir o operador V a um campo vetorial, para 
definir outro campo vetorial chamado rotacional de F, que 
denotaremos por rot F, ou V x F. 
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“Definição (18.5) 


Notação para rot F como 
determinante (18.6) 


Usaremos também o símbolo rot F ou V x F para denotar 
o vetor rot F(x, y, z) ou V x F(x, y, z) associado a (x, y, 2). A 
expressão de rot F pode escrever-se na forma de um determi- 
nante, como a seguir: 


A expressão à direita em (18.6) não é propriamente um 
determinante, pois a primeira linha é composta de vetores, a 
segunda linha de símbolos de derivação parcial e a terceira linha 
de funções escalares; todavia, constitui um dispositivo extrema- 
mente útil para rememorar a incômoda fórmula da Definição 
(18.5). 


EXEMPLO 3 

Se F(x, y, 2) =xy 2% + (2x%y + 2)j + y 2k, ache V x F. 
SOLUCÁO 

Aplicando (18.6), temos 


i j k o 
ð A KA 
Ox ay Oz 


F = s, ¿ 
WN yd (xy az) Go! 


= (3y%2? — 1)i + 41y2% + (4xy — 2xyz*) k 


Na Seção 18.7 veremos que, se Fé o campo de velocidade 
de um fluido ou gás em movimento em um sistema-xyz, entáo 
rot F nos dá informacóes sobre aspectos rotacionais do movi- 


A: 
Figura 18.9 


Definição (18.7) 


rot F 
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mento. Se considerarmos um ponto K(x, y, z) em que o fluido 
ou gás está rotando, ou “redemoinhando””, então rot F está 
sobre o eixo de rotação (ver Figura 18.9) e pode ser usado para 
descrever propriedades rotacionais do campo. 


Pode-se também utilizar o operador V para obter uma 
função escalar a partir de um campo vetorial F, como a seguir. 


Usamos o símbolo V-F para a divergência porque a 
fórmula pode ser obtida por meio do que parece ser o produto 
escalar de V eF, como segue 


ð. ð., ð : A 
V Pie gti ER] (Mi + Nj + Pk) 
ð ð ð 
¿Dei 


Tal como no próximo exemplo, usaremos o símbolo V - F para 
denotar o valor funcional (V - F), y, z). O valor de V - F, ou 
div F, em um ponto particular k, se denota por 


[V ; F], ou [div F], 
EXEMPLO 4 
Se E(x, y, 2) = xy 2% + (2xºy + 2)j + y 2k, acheV - F. 
SOLUÇÃO 
Pela Definição (18.7), 


V-F (xyz) + > (2x?y + z) + az yz?) 


= ax 


= yzf + 2x? + 2y'z 


Na Seção 18.6 veremos que, se F é o campo de velocidade 
de um fluido ou gás, então div F nos informa sobre o fluxo de 
massa. Se K é um ponto e [div F], < O, há maior quantidade de 
massa fluindo para o ponto do que saindo dele; dizemos que 
existe um poço em K. Se [div F], >0, flui maior quantidade de 
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massa de K do que para K, há entáo uma fonte em K. Se 
[div F], =0, o que é verdadeiro para fluidos incompressíveis, 


náo há poco nem fonte em K. Da mesma forma, se F representa 
o fluxo de calor é se [V : F], >0, então há uma fonte de calor 
em K (isto é, o calor está deixando K e, assim, a temperatura em 
K está decrescendo). Se [V - F],<0, o calor está sendo absorvido 
em K (a temperaturá em K está aumentando). 


* Podem-se estabelecer várias propriedades algébricas para 
div e rot. No próximo exemplo, abordamos uma propriedade 
análoga à regra do produto para derivadas. Outras propriedades 
constam dos Exercícios 23-26. 


EXEMPLO 5 


Sejam f uma função escalar e F uma função vetorial. Se as 
derivadas parciais existem, mostre que 


VE) =f (V: F) + (Vf) F 
SOLUÇÃO 
Escrevendo F = Mi + Nj + Pk, onde M, N e P são funções de x, 
y ez, então 
fE=fMi+fNj+fPk 
Aplicando a Definição (18.7), obtemos 


a 


+4 pa oP of 
-f 47 Mo e ed 


Reagrupando os termos: 


V (FF) = a y UN 


dy dz 
= f(V : EF) + (Vf) : F 


Finalmente, se um campo vetorial F é descrito como em 
(18.1), então podemos definir limites, continuidade, derivadas 
parciais e integrais múltiplas por meio dos componentes de F(x, 
y, Z), como fizemos no caso de funções com valores vetoriais no 
Capítulo 15. Por exemplo, para diferenciar ou integrar F(x, y, 
z), diferenciamos ou integramos cada componente. Podemos 
estabelecer os teoremas usuais: F é contínua se e somente se as 
funções componentes M, Ne P o são; F tem derivadas parciais 
se O mesmo ocorre com M, N e P etc. 


EXERCÍCIOS 18.1 


Exercs .1-10: Trace um número suficiente de vetores 
para ilustrar o padrão dos vetores no campo F. 


F(x, y) = xi — yj 2 F(x, y) = xi + y) 
F(x, y) = 2xi + 3yj 
F(x, y) = (+ yy Qi + yj) 


F(x, y, z) =xi+2zk 


4 E( y) = 31 + xj 


F(x, y, 2) =-xi=yj-zk 
F( y, z) =x1 + yj +2k 


© © y A m 


F(x, y, z)=i+j+k 10 F (x, y, z) = 2k 


Exeres. 11-14: Ache um campo vetorial conservativo 
que tenha o potencial indicado. 


1i fE, y z) =x 3y +47 

12 f(x, y, 2) = sen (x+ y? + 2) 

13 f(x, y) = arctg (19) 

14 f(x,y) =y e 

Exercs. 15-18: Ache V x Fe V- F. 
15 Fa, y, 2) =x + va) + (y + 22)k 

16 F(x, y, 2) = (Bx + y)i + xy zj + x2k 

17 Fẹ, y, 2) = 3x9 2% + y? sen zj + xe”k 
18 E(x y, 2) =x? In zi + xej — (y? + 22)k 
19 Se r = xi + yj + zk, prove que 
(b) Vxr=0 


(a) Var =3 © Vlie] = 1/[1r] 


20 Ser =xi+ yj+zk e a é um vetor constante, prove 
que (a) rot (a x r) = 2a (b) div (a x r)= 0 


21 Prove que o rotacional e a divergência dẹ um 
campo vetorial quadrado inverso são 0 e O, respec- 
-tivamente. 


22 Se um campo vetorial F é conservativo e tem 
derivadas parciais contínuas, prove que rot F = 0. 


Exeres. 23-26: Verifique a identidade. 

23 Vx(F+G)VxF+VxG 

24 V-(F+G)=V-F+V-G 

25 V x (FF) =f (V x F) + (Vf) x F 

26 V x (F x G)=(V xF): G-(V xG): F 


Cap. 18 . Cálculo vetorial 569 


Exercs. 27-30: Se fe F têm derivadas parciais segun- 
das contínuas e a é um vetor constante, verifique a 
identidade. 


27 rotgradf=0 

28 divrotF = 0 

29 a (grad f+ rot F) = rot rot F 
30 rota=0 


31 Sejam r = xi + yj + zk e r = Jr). Se F(x, y, 2) = 
(c/1®r, onde c e k são constantes com k > 0, prove 
que rot F = 0. (Sugestão: Use o Exercício 25.) 


32 Define-se o operador diferencial V? = V - V como 


9? 9” 


Se V? opera sobre f (x, y, z), produz uma função 
escalar chamada Laplaciano de f, dada por 
2 2 2 
Vf = a sam ar 
ðx dy oz 


Sefe g são funções escalares dotadas de derivadas 
parciais segundas, prove que 


(a) V (Vf) = VY 
(b) VA 18) =f V°g + 8V°f+ 2Vf- Vg 
Exercs. 33-34: Com a notação do Exercício 32, prove 


que a função verifica a equação de Laplace V?f = 0. 
(Tais funções chamam-se harmônicas e desempe- 


“ nham papel importante em aplicações físicas). 


3 f(0y2=(04+ +2 
34 f(x,y,2) = ax + by"+c2 paraa+b+c=0 
35 Se F é dada por (18.1), defina 

lim F(x, y, z)=a 


(9,2 > 732) 


de maneira análoga à da Definição (15.4). Dé uma 
definição E — ô deste limite. Qual o significado 
geométrico do limite? 


36 Se Fé dada por (18.1), defina a noção de continui- 
dade em (Xy Yo Zo) de maneira análoga a da 
Definição (15.5). Qual é o significado geométrico 
de uma função vetorial contínua? 
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Exercs. 37-38: Estenda a f (x, y, z) ás fórmulas de - 37 te? Vxy 
aproximacáo dos Exercícios 67-68 da seção 16.3, e f œ y 2) COS z sec? NT 2) 


use h = 0,05 para aproximar V2 (0,3; 0,5; 0 2). 


Prosa 


“4 + dy + 4xz? 


38 f(x, y, 2) 


18.2 INTEGRAIS CURVILÍNEAS 


; b 
Para definir f f(x) dx no Capítulo 5, começamos dividindo o 


intervalo [a, b] em subintervalos de amplitudes Ax,, Ax,, ...; Ax,. 
Escolhemos então um número w, arbitrário em cada subinterva- 
lo e consideramos o limite de somas de Riemann 


` fwa) Ax, quando Ax, — 0. Pode-se usar processo análogo 


para definir integrais curvilíneas de funções de diversas variá- 
veis ao longo de curvas em duas ou três dimensões. 


Recordemos que uma curva plana é suave se admite uma 
parametrização 


x=8(0), y=; astsb 


“tal que g’ e h’ sejam contínuas e não simultaneamente nulas em 
[a, b]. Para curvas no espaço, consideramos uma terceira função 
k do mesmo tipo com z=k(£). A direção positiva, ou orientação, 
de C é a direção definida pelos valores crescentes de t. A curva 
C é parcialmente suave se [a, b] pode ser particionado em 
subintervalos fechados tais que C seja suave em cada subintervalo. 


Suponhamos fuma função de duas variáveis x e y, contínua 
em uma região D contendo uma curva suave C com parametri- 
zação x = g(0), y = (À, a s t < b. Definiremos três integrais 
diferentes de f ao longo de C. Comecemos particionando -o 
intervalo [a, b] do parâmetro, escolhendo 


a=<tb<b<.<t=b 


Denotaremos por ||P|| a norma desta partição (ou seja, o compri- 
mento do maior subintervalo [t, ,, t,]). Se P(x, y,) é o ponto 
em C correspondente a t, então os pontos Po Pp P,, ..., P, 


dividem C em n partes P, ,P,, conforme ilustrado na Figura 
18.10. Seja 


AX, =X; — X; p AY YY p AS = = comprimento de P,- AP: 


Para cada k, seja O, (u,, v,) um ponto em Pd P obtido esco- 
Ihendo-se um número em [t,_;; £,] (ver Figura 18.10). Conside- 


remos agora as três somatórias 
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> f (Up v,) Asp 5 fu, Vi) Ax, NV fu vo) Ay, 
Ea eE ap 


AY 


e Y 


Figura 18.10 


Integrais curvilíneas em duas 
dimensões (18.8) 


Se os limites de tais somatórias existem quando ||P|| — 0, eles 
são as integrais curvilíneas de f ao longo de € em relação a s, 
x e y, respectivamente, e se denotam como a seguir. 


Se fé contínua em D, então os limites em (18.8) existem 
e são os mesmos para toda parametrização de C (desde que se 
adote a mesma orientação). Além disso, as integrais podem ser 
calculadas fazendo-se x = g(t), y = h(£) da parametrização de C 
e substituindo as diferenciais por 


ds = V(x] + (dyY = VL OF + FOF de 
dx = g (0) dt, dy = k(t) dt 


Note que, por (13.6), a fórmula de ds é a diferencial do compri- 
mento de arco. Para fins de referéncia, resumamos estes fatos 
como a seguir. 
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: Teorema de cálculo para . 
integrais curvilíneas (18.9) 


O que precede pode ser estendido a curvas mais compli- 
cadas. Em particular, suponhamos C uma curva parcialmente 
suave que possa expressar-se como a união de um número finito 
de curvas suaves C,, C,,...,C,, onde o ponto terminal de C, é o 
ponto inicial de C, ,, para k= 1, 2, ..., n— 1. Neste caso, a integral 
curvilínea de fao longo de C define-se como a soma das integrais 
curvilíneas ao longo das curvas individuais. 


Podem-se estabelecer, para integrais curvilíneas, proprie- 
dades análogas às obtidas para integrais definidas no Capítulo 
5. Por exemplo, a inversão da direção de integração acarreta 
mudança do sinal da integral; a integral da soma de duas funções 
é a soma das integrais das funções individuais etc. 


EXEMPLO 1 


Calcule J xy? ds se C admite a parametrização 
c 


x=cost, y=sen t, 0< ts 1/2 
SOLUÇÃO 


A curva C é a porção, no primeiro quadrante, do círculo unitário 
de centro na origem, conforme se vê na Figura 18.11, onde a 
seta indica a orientação de C e a direção de integração. Aplican- 


AY do o Teorema (18.9), obtemos 
(o 1) m/2 
, xy? ds = cos £ sen? tvsen” £ + cos” t dt 
x J. x f, vsom? z 
n/2 /2 
is -f sen? t cos tdt = El |, -3 
(1,0) * 0 0 


Figura 18.11 


(2, 4) 


Figura 18.12 


=y 
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EXEMPLO 2 

Calcule f xy? dx e |: xy? dy se C é a parte da parábola y = x? 
de (0, 0) a (2, 4). 

SOLUÇÃO 


“A Figura 18.12 é o gráfico de y = de (0, 0) a (2, 4). As equações 


paramétricas de C são 
KEEL y=; 0<St<2 
As diferenciais são 

dx = dt, dy = 2t dt 


Aplicando o Teorema (18.9)(ii) e (iii), temos 


0 


para a e aa 


jaj erua] ar a=[30] = 


Se, como no Exemplo 2, C é o gráfico de uma equação 
y = g(x) tal que a <x < b, então as equações paramétricas de C 
são 
x=t, y=g(0); ast<b 
Podemos então calcular como segue as integrais curvilíneas (ii) 


e (iii) do Teorema (18.9) 


b b 
ll Fx, y) de = j Fu 80) de=) fæ, gx) dx 


b b 
| ræna] ra ego d=] 10 saga de 


Isto mostra que, para curvas dadas na forma y = g(x), a < x <b, 
podemos evitar as equações paramétricas fazendo y = g(x), 
dy = g(x) dx e então tomando a e b como limites de integração. 
A título de ilustração, no Exemplo 2, onde y = x?, poderíamos 
ter escrito 


Je xy? dx -f xG’) de= | y dead 


3 


joys ra] 204 
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Uma aplicacáo física da integral curvilínea f f(x,y) consiste 
c 


em considerar a curva como um fio delgado de arame de 
densidade variável. Se o arame é representado pela curva C na 
Figura 18.10 e se a densidade de massa linear (massa por 
unidade de comprimento) no ponto (x, y) é dada por ó(x, y), então 
(up v,) As, é uma aproximação da massa Am, da parte do arame 
entre P,_, € P, Asoma 


2 Am, = 5 Slup Vo) Sy 
7 


é uma aproximação da massa total m do arame. Para definir m, 
tomamos o limite destas somas, obtendo o seguinte: 


Massa de um arame (18.10) 


EXEMPLO 3 


Um arame delgado é vergado na forma de um semicírculo de 
raio a. Se a densidade de massa linear em um ponto P é 
diretamente proporcional à sua distância da reta pelas extremi- 
dades, ache a massa do arame. 


SOLUÇÃO 


Introduzamos um sistema de coordenadas tal que a forma do 
arame coincida com a metade superior de um círculo de raio a 
e centro na origem (ver Figura 18.13). As equações paramétricas 
de C são 


x=acost, y=asent; Osisa 


Por hipótese, a densidade de massa linear em P(x, y) é dada 
por 5(x, y) = ky, onde k é uma constante. Por (18.10), a massa 


do arame é 
Ay m =f (ky) ds =f (kasen t) Væ sen? t+ a cos” t dt 
P(x,y) z 
C = f (ka sen tja dt 
0 
2 e = ka Í. sen t dt 


ka [ -20s o = 2k 
Figura 18.13 


AY 

sá (4,5) 

FREE C; 

Ear 

= } f H | 

Figura 18.14 

AY 

EN (4, 5) 

+ C 


Figura 18.15 
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Em aplicações que envolvem trabalho, as integrais curvi- 
líneas costumam aparecer em forma da combinação 


$ MG, y) dx +f NG y) dy 


onde as funções M e N são contínuas em um domínio D que 
contém C. Costuma-se abreviar esta soma como 


J MG, y) de + N(x, y)dy 


EXEMPLO 4 
Calcule f xy dx + x? dy se 


(a) C consiste em segmentos de reta de (2, 1) a (4, 1) e de (4, 1) 
a (4, 5) l 


(b) Cé o segmento de reta de (2, 1) a (4,5) 
(c) as equações paramétricas de C são 

x = 3t- 1, y = 3f — 2f, 1sts; 
SOLUÇÃO 


(a) Subdividindo C em duas partes C, e C,, conforme Figura 
18.14, as equações paramétricas dessas curvas são 


Ci x=t y=1; 2<ts4 
C; x=4,y=f l<t<5 


A integral curvilínea ao longo de C pode expressar-se como a 
soma de duas integrais curvilíneas, a primeira ao longo de C} e 
a segunda ao longo de C,. Sobre C} temos dy = 0, dx = dt e, 
então, 

f xy dx + x? dy T (i) dt + ?(0) = [3º], = 6 
c, 2 


2 


Sobre C, temos dx = 0, dy = dt e, portanto, 
> 5 
fJ xy d+ dy =f 440) dt+ 16 dt= 16 [t]1=64 
c, 1 


Conseqüentemente, o valor da integral curvilínea ao longo de 
é 6 + 64 ou 70. ' 


(b) A Figura 18.15 ilustra o gráfico de C. A equação de C é 
y =2x-—3, com 2 < x <s 4. Neste caso, dy = 2 dx e 


576 Cálculo com Geometria Analítica Cap. 18 


T | (4, 5) 


Figura 18.16 


xy 


sea : : E 4 é 
SJ d +x dy =f x(2x — 3) de + (2) de 
AA ; 


4 l ; 
= f (4-3) de =D 


(c) O gráfico de C é parte de uma parábola (ver Figura 18.16). 
Neste caso, com as equações paramétricas x=31-1, 
y=32-21< (<>, obtemos dx = 3 dt, dy = (6t — 2) dt e a 
integral curvilínea é igual a 

5/3 


f (81 = IGP — 203 de + (Bt - 1(6t — 2) dt 
1 


Pode-se mostrar que o valor é 58. 


Outro método de resolucáo consiste em utilizar a equacáo 
y = E (x? — 1) para a parábola, com 2 < x < 4. Obtemos então 


a integral 
4 
f xy d+ dy =f x ta? 1) de + xx) dx 
c 2 


4 4 


A IES 


No exemplo precedente, obtivemos trés valores diferentes 
para a integral curvilínea ao longo de trés caminhos diversos de 
(2, 1) a (4, 5). Na Seção 18.3 estudaremos integrais curvilíneas 
que tém o mesmo valor ao longo de qualquer curva que una dois 
pontos A e B. Para tais integrais, utilizamos a expressáo inde- 
pendente do caminho. . 


Se uma curva suave C em três dimensões tem a parame- 
trização 


x=g(0,y=h(b),z=Hi)astsb 


então definem-se as integrais curvilíneas de uma função fde três 
variáveis da mesma maneira que no caso de uma função de duas 
variáveis. Neste caso, em lugar de tomar (x,, y,) € (4, V,) como 


as coordenadas de P, e Q, em C, conforme Figura 18.10, 
tomamos (X; Yy Z4) € (ttp Yp W;), respectivamente (ver Figura 
18.17). Temos agora 

J. f(x, y, 2) ds = lim 2 f (up Vo Wo As, 


IPI —> 0 
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Esta integral pode ser calculada utilizando-se a fórmula 


b ; 
f feld, HO, KO (OF + OF + ROF dt 


SA 


O (Uy, Vo Wg) 


y 


Figura 18.17 


Se um arame tem a forma de Ce se f (x, y, z) é a densidade de 
massa linear em (x, y, Z), então o valor desta integral é a massa 
total do arame. 


Além das .integrais curvilíneas f f (x, y, z) dx e 
c 


f f(x, y, z) dy, uma função de três variáveis também tem 
C 


uma integral curvilínea em relação a z, dada por 


$16 y, Z) dz = e 2 fy Vo Wi) Az, 


P|=0 


onde Az, = Z; —z, ,- Tal como em duas dimensões, estas inte- 


grais curvilíneas costumam aparecer em forma de somas, que 
abreviamos para 


$ Mix, y, z) de+N (x, y, 2) dy + P (x, y, 2) dz 
C 


onde as funções M, N e P são contínuas em toda uma região 
contendo C. Se C é dada parametricamente, então esta integral 
o curvilínea pode ser calculada substituindo-se x, y e z da mesma 
forma que no caso de duas variáveis. 


EXEMPLO 5 


Calcule f yz dx + xz dy + xy dz se C é dada por 
C 
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AZ 


Figura 18.18 


Az 
Fx Yi Zy) 


P, Pk Y 124) 
P, 
ai 
y 
Es 
Figura 18.19 
AZ Fl. Y +74) 


x 
Figura 18.20 


x=ty=2,z=Ê; 0sts2 


SOLUÇÃO 


A curva C (uma cúbica reversa) está ilustrada na Figura 18.18. 
Substituímos x, y e z e fazemos dx = dt, dy = 2t dt, dz = 3É dt: 


2 2 2 
J E dt + 28 do + 38 de= f 6º di = [f], = 64 


Uma das mais importantes aplicações físicas das integrais 
curvilíneas envolve campos de força. Suponhamos que a força 
que atua sobre o ponto (x, y, z) seja 


F (x,y,2)=M (x, y, 2 i +N (x,y,2)j+P(x,y,7)k 


onde M, N e P são funções contínuas. Formularemos uma 
definição para o trabalho realizado quando o ponto de aplicação 
de F (x, y, z) se move ao longo de uma curva suave C que tem 
a parametrização 


x=g(), y=h(t), z=k(t); astsb 


Suponhamos que o movimento se processe na direção definida 
pelos valores crescentes de t. 


Subdividamos C por pontos P,, Pi P,, ..., P,, onde P, tem 
coordenadas (x,, y,, Z,) (ver Figura 18.19). Se a norma ||P]| é 
pequena, então P, está próximo de P, ,, para cada k. Logo, o 
trabalho realizado por F (x, y, z) de P, a P,,, pode ser aproxi- 
mado pelo trabalho AW, realizado pela força constante 
F (x, y, z) quando seu ponto de aplicação se move ao longo de 
PP roy Se AX, =%,1—X%p Ap Y 1 Yp E AZ = Zap 
entáo BP , corresponde ao vetor Ax, i+ Ay, j + Az, k (ver 


Figura 18.20). Por (14.26), o trabalho AW, realizado por 
F (x, YZ) a0 longo de PP, 


+1 é 
AW = F(x Yp 2) (Axi + Ay, j + Az,k) 
= M(X; Ye Z) Ax, + NG, Vw Z4) Ay, + P(x,, Ye Zy) Az, 


Define-se como a seguir o trabalho W realizado por F ao longo 
de C. l 
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Definição de trabalho (18.11) 


Para fins de aplicação, a integral (18.11) é em geral ex- 
pressa em forma vetorial. Fazendo 


r(t) =xi+ yj + zk 


onde x =g (t), y = h (t) e z = k (t), então r(t) é o vetor posição 
do ponto Q (x, y, Z) em C. Se s é o parâmetro comprimento de 
arco para C, então, conforme Seção 15.4, o vetor tangente 
O(x,y,2) Ez) unitário T(s)aCemQé 


AZ 


dy. dz 
ds? A I 


d dx , 
T(s) Seca r(t) = dsi + 


A Figura 18.21 ilustra os vetores F (x, y, z), r (t) e T (s). 


O componente tangencial de F em Q (ver Figura 18.21) é 


— dx dy dz 
a y E(x, y, z) T(s) = M(x, y, z) do FNC65 y, 2) gg + Pc, y, 2) ds 
Figura 18.21 Note que este componente é positivo se o ángulo entre 


F (x,y,z) e T (s) é agudo, e negativo se é obtuso. Podemos 
agora reescrever a Fórmula (18.11) como segue: 


W=[ F(,7,2):T()ds 


Assim, o trabalho realizado quando o ponto de aplicação de 
F (x, y, z).se move ao longo de C é igual à integral curvilínea, 
em relação a s, do componente tangencial de Y ao longo de C. 
Para simplificar a notação, denotaremos F (x, y,z) por F e 
T (s) por T, e faremos 


dr = dxi + dyj + dzk=T ds 


O que acabamos de ver pode resumir-se como a seguir. 


Definição (18.12) 
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Intuitivamente, podemos encarar F - dr na Definicáo 
(18.12) com o trabalho realizado quando o ponto de aplicação 
de F move ao longo do vetor dr tangente a C. O sinal de integral 
representa o limite de somas de elementos F - dr de trabalho. 


EXEMPLO 6 


Se um campo de forcas inverso F é dado por 


F(x, y, z) = mo 


onde k é uma constante, ache o trabalho realizado por F quando 
o ponto de aplicação se move ao longo do eixo-x de A (1,0, 0) 
a B(2, 0, 0). 


SOLUÇÃO 


Seja C o segmento de A a B. As equações paramétricas de C são 
x=ty=0,7=0;1<t<2. Tal como no Exemplo 2 da Seção 
18.1. 


k 
++? 


F(x, y, 2) = (xi + yj + zk) 
y 


Aplicando a Definição (18.12), temos 


k a 
w=[ rar) Proa C de +y dy +2 de) 


Substituindo x, y e z das equações paramétricas de C, temos 


2 k 2 k kP k 
w=] pat de || Ê ai =5 


A unidade de W depende das unidades da distância e de 
EG, y, z|: 


ene eee ar eme et 


Restringindo o estudo acima a duas dimensões, um campo 
de forças pode ser expresso na forma 


Fe, y) =M(x, yji +N, y) 


Se C é uma curva plana, finita, parcialmente suave, O trabalho 
realizado quando o ponto de aplicagáo de F(x, y) se move ao 
“longo de C é 
w=] MG, y) dx +N, y) dy =] F.dr 
C 6 


onder=xi+)yj. . 


F(3, 9) 


F(1, 1) 


Ay 


Figura 18.22 
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EXEMPLO 7 


Seja C a parte da parábola y =x? entre (0, 0) e 3, 9). Se 
F(x, y) =-yi+xj é uma força que atua em (x, y), ache o 
trabalho realizado por F ao longo de C de 


(a) (0,0) a (3,9) (b) 6,9) a (0,0) 
SOLUÇÃO 


O campo vetorial F já foi estudado no Exemplo 1 da Seção 18.1. 


= A Figura 18.22 exibe alguns vetores força típicos atuando ao 


longo de C. Por exemplo, 
F(1,1)=-i+j, FO, 4) =-4i+2j, F(3, 9) =- 9i + 3j 


Note a mudança de direção e do módulo de F(x, y) entre (0, 0) 
e (3, 9). 


(a) Com a parametrização x = t, y = 1? 0 s t s 3, obtemos 


W=J_F-dr=f -y dx +x dy 


e ale], 
=| -Pdt+t(20dt=] édt=[| 7 | =9 
[+ der i29a mf, calo | 
Se, por exemplo, ||F|| é em quilogramas e s em metros, então 
W = 9m-kg. 


(b) Poderíamos utilizar a parametrização x=-1t, y =1?, 


- 3 s t < 0, para C e calcular f F - dr, entretanto, é mais simples 
c 


inverter os limites de integração em (a), o que nos dá W = — 9. 


Podemos dar a seguinte interpretação à significação da 
diferença de sinal entre 9 e —9 nas soluções (a) e (b) do Exemplo 
7. Em (a), imaginemos uma partícula em movimento através do 
campo de força F ao longo do caminho y = x? de (0, 0) a (3, 9). 
A partícula move-se em direção nordeste, e os vetores força 
atuam nessa direção. O ángulo O entre F(x,y) e um vetor 
tangente ao caminho (na direção do movimento) é sempre agudo 
e, assim, F facilita o movimento da partícula. O trabalho reali- 
zado por F é, pois, positivo. 


Em (b), a partícula move-se de (3, 9) a (0, 0) em direção 
sudoeste. O ângulo O é sempre obtuso, e F retarda o movimento 
da partícula. Assim, o trabalho realizado por F é negativo. 
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EXERCÍCIOS 18.2 


maree O ROC —Á 


Exeres. 1-2: Calcule as integrais curvilíneas ` 


J 106 ds, J Fy) dx, e f fæ) dy para C | 


com a parametrização dada. 
1 fe y)=0+yx=3,y=P;0=t<l 


2 fay) =x, x=36t, y=’; Osf<l 


Exeres. 3-6: Calcule a integral curvilínea ao longo de 
C. 


3 S 6x%y dx +xy dy; 

c 

C e o gráfico de y =x? + 1 de (= 1, O) a (1, 2). 
4 f ydx+(x+y)dy; 

Cs 

C é o gráfico de y = 1? + 2x de (0, 0) a (2, 8). 
5 f (x— y) de +x dy; 

c 

C é o gráfico de y? = x de (4, — 2) a (4, 2). 
6 f xy dx + x°y? dy; 

c 

C é o gráfico de x = y? de (0, 0) a (1, 1). 
7 Calcule f xy dx + (x + y) dy ao longo de cada 

c 


curva C de (0, 0) a (1, 3). 


(a) (b) 
A) y 


8 Calcule Í (x? + y?) dx + 2x dy ao longo de cada 
c a 
curva C de (1, 2) a (2, 8). 


(b) 


~ 

a 

XxX 
> 


| 
F 


fi 
SERME 


9 Calcule f xz dx + (y +z) dy + x dz se C é o grá- 
c . 


t 


fico de x =e, y =ef z=% 0sts1. 


10 Calcule f y dx +z dy + x dz se C é o gráfico de 
c 
x= sen f, y = 2 sen £, z = sen? f; 0 < t < 7/2. 
11 Calcule f (x +y +2) de +(x — 2y + 3z) dy 
c 


+ (2x + y — z) dz, onde C é a curva de (0, 0, 0) a 
(2, 3, 4), se 


(a) C consiste em três segmentos de reta, o primei- 
ro paralelo ao eixo-x, o segundo paralelo ao 
eixo-y e o terceiro paralelo ao eixo-z. 


(b) C consiste em três segundo de reta, o primeiro 
paralelo ao eixo-z, o segundo paralelo ao eixo- 
xe o terceiro paralelo ao eixo-y. 


(c) C é um segmento retilíneo 
12 Calcule f (x-y)dx+(p-z)iv+xdzseCéa 
e: 


curva de (1, —2, 3) a (— 4,5, 2) do tipo descrito em 
(a)-(c) do Exercício 11. 


13 Calcule f xyz ds se C é o segmento retilíneo de 
c . 
(0, 0, 0) a (1, 2, 3). 


14 Calcule fe. (xy + z) ds se C é a hélice x = a cos t, 
y =asentz=bt;0<t<21. 


15 Se a força em (x, y) € F(x, y) = xyi + xºyj, ache o 
trabalho realizado por F ao longo das curvas (a)- 
(d) do Exercício 7. 


16 Se a força em (x,y) é F(x, y) = (2x + yji + (x + 2y)j 
ache o trabalho realizado por F ao longo das 
curvas (a)-(d) do Exercício 8. 


17 A força que atua em um ponto (x, y) de um plano 

“coordenado é F(x, y) = (4/llrr, com r = xi + yj. 

Ache o trabalho realizado por F ao longo da metade 
superior do círculo x? + y? = a? de (= a, 0) a (a, 0). 


18 A força em um ponto (x, y) de um plano coorde- 
nado é dada por F(x, y) = (+ y?)i + xyj. Ache o 
trabalho realizado por F(x, y) ão longo do gráfico 
de y =x de (0,0) a (2, 8). 


19 A força em um ponto (x, y, z) em três dimensões é 
dada por F(x; y, 2) = yi + 2) + xk. Ache o trabalho 
realizado por F(x, y, z) ao longo da cúbica reversa 
x=t,y =t? z = t° de (0, 0,0) a (2, 4, 8). 


20 Faça o Exercício 19 se F(x, y, 2) = di + dj + ek. 


21 Se um objeto se move através de um campo de 
força F de modo que em cada ponto (x, y, z) seu 
vetor velocidade seja ortogonal a F(x, y, z), mostre 
que o trabalho realizado por F sobre o objeto é 0. 


22 Se uma força constante c atua sobre um objeto em 
movimento quando ele percorre uma vez um cír- 
culo, mostre que o trabalho realizado por e sobre 
o objeto é 0. 


23 Se um arame delgado tem a forma de uma curva 
plana C e se a densidade de massa linear em (x, y) 
é 9(x, y), então os momentos em relação aos eixos 
x e y se definem como 


M, =f y9(x,y) ds eM, = f xò, y)ds 


Utilize limites de somas para mostrar que estas são 
as definições naturais de M e M,. O centro de massa 
(x, y) do arame é definido por x = M me 
y = M/m, onde m é a massa do arame. Ache o 
centro de massa do arame no Exemplo 3. 
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- 24 Ref. Exercício 23. Um arame delgado está situado 


em um plano coordenado de modo que sua forma 
coincide com a parte da parábola y = 4 — xX entre 
E2, 0) e (2, 0). A densidade no ponto (x, y) é 
diretamente proporcional à sua distância do eixo- 
y. Ache a massa e o centro de massa. 


25 Estenda a três dimensões as definições de momen- 
tos e centro de massa (ver Exercício 23). 


26 Um arame de densidade constante é curvado em 
forma de hélice x = a cos t, y = a sen t, z = bt; 
O<t=<3r. Ache a massa e o centro de massa do 
arame (ver Exercício 25). 


27 Se um arame delgado de densidade variável é 
representado por uma curva C no plano-xy, defina 
os momentos de inércia [, e 7, em relação aos eixos 
x e y, respectivamente. Ache 1, e L, para o arame 
do Exemplo 3. 


28 Ache os momentos de inércia lef y do arame do 
Exercício 24. 


29 Se um arame delgado de densidade variável é 
representado por uma curva em três dimensões, 
defina os momentos de inércia em relação aos 
eixos x, y 6 z. 


30 Para o arame do Exercício 26, ache o momento de 
inércia em relação ao eixo-z (ver também Exercí- 
cio 29). 


31 Se C é o gráfico de y = x! de (0, 0) a (1, 1), 
aproxime fo sen (xy) dx utilizando 


10 


sen (u,v,) Ax, 
REI 


1 17 1 
com Es = k— 
Ax, 10 Y w 20 


32 SeCéo gráfico de y = 3x + 4 de (1, 7) a (2, 10), 
obtenha uma aproximação de f In vxy dy utili- 
c 


zando 
10 
> In vuv, Ay, 
k=1 
3 19 1 
com Ay, iS e pk 
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18.3 INDEPENDÊNCIA DO CAMINHO > 


Teorema (18.13) 


“Costuma-se chamar caminho de A e B uma curva (parcialmente) 


suave de A e B. Vamos agora estabelecer condições para que 
uma integral curvilínea seja independente do caminho em uma 
região, no sentido de que, se A e B são pontos arbitrários, então 


“obtemos o mesmo valor para qualquer caminho de. A a B naquela 


região. Estabeleceremos os resultados para integrais curvilíneas 
em duas dimensões. Para o caso de três dimensões, as demons- 
trações são análogas, sendo, assim, omitidas. 


Se a integral curvilínea f f(x,y) ds é independente do 
C E 


B 
caminho, podemos denotá-la por f f(x,y) ds, pois o valor da 
A. 


integral depende apenas dos extremos A e B da curva C. Utili- 
za-se notacáo análoga para f f(x, y) dx, f f(x,y) dy, e inte- 
C C 


grais curvilíneas em três dimensões. 


Em toda esta seção admitiremos que as regiões sejam 
conexas, isto é, dois pontos quaisquer da região podem ser 
ligados por uma curva (parcialmente) suave, inteiramente con- 
tida na região. O próximo teorema constitui um resultado fun- 
damental sobre a independência do caminho. 


DEMONSTRAÇÃO 


Suponhamos a integral independente do trajeto em D. Se 
(xo, Yo) é um ponto fixo em D, definamos f como 


(x,y) 


ay=-=f  F ar 


Ey) 


00 


para todo ponto (x,y) em D. Mostraremos que F(x,y) 
= Vf (x, y). 


Como a integral é independente do caminho, f depende 
somente de x e y, e não do caminho C de Co, yo) a x,y). 


Escolhamos um círculo D com centro (x, y) e seja (x, y) um 
ponto interior ao círculo tal que x, = x. De acordo com a Figura 


AY 
(xy) (x,y) 
C, 
C, 
(xoy) 
> 
x 
Figura 18.23 
Ay 


(xo do ) 

4 z 
x 

Figura 18.24 

AY 
C B (x, Y2 ) 
A(x, Ni ) 

> 
x 

Figura 18.25 
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18.23, se C, é um caminho arbitrário de (x, yo) a (x, y) e C, é 
o segmento horizontal de (x, y) a (x,y), então 


Fey) =f_Fodr+ f Fede 


pD) (x, 
= F-dr + S F - dr 
EASA) y) 
Como a primeira integral não depende de x, 
ð ð pæ 
E , 0 + — dr 
A eN 


Escrevendo E -dr =M (x,y) dx+N (x,y) dy e notando que 
dy = 0 em C, (ver Figura 18.23), obtemos 


9 3 ql) 
a ON al, Mo 9) de 


Como y é fixo nesta diferenciação parcial, podemos encarar o 
integrando como uma função de uma variável x. Aplicando 
(5.35), obtemos 


ð 
PEAS y) = M(x, y) 


Analogamente, escolhendo o caminho da Figura 18.24 e dife- 
renciando em relação a y, obtemos 


En f(x, y) = Nx, y) 


Isto prova que V f (x, y) =M (x, y)i +N (x, y)j = E (x,y), c.q.d. 


Reciprocamente, se existe uma função f tal que 
F (x, y) = V f (x, y), então 


M (e y)i+N yj =f, yit f, y) 
Logo M(x,y)=f œ y)eN (x, y) =f, (x, y). 


Se A (x, y,) e B (x, y,) são pontos da região D e se C é uma 
curva arbitrária parcialmente suave com extremidadesA e B (ver 
Figura 18.25), então 


Jr . dr=f M(x,y) dx + N(x, y) dy 


= f_£.(4,y) dx + f(x, y) dy 
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Teorema (18.14) 


Se € admite a parametrização suave x=g(t), y =h (®); 
ts t <t, então, pelo Teorema (18.9), 


$ Frár=f l [EO ADE OEEO A (0) 1 Oja 


Aplicando a regra da cadeia e o teorema fundamental do cálculo, 
temos 


rá I (lt), A(0))] ae 


=f (e(t), h(t,)) -f (e(t), h(t,)) 
=f (1, Y5) —f(x, y.) 


=[F(, le E 


(xy) 


onde o último par de colchetes é usado de maneira análoga ao 
caso de uma variável. Assim, a integral curvilínea depende 
somente das coordenadas de A e B, e não do caminho C , isto é, 


f F : dr é independente do caminho. A prova pode ser estendida 
C 


a curvas parcialmente suaves subdividindo-se C em um número 
finito de arcos suaves. 


A demonstração do Teorema (18.13) encerra um método 
para calcular integrais curvilíneas que não dependem do cami- 
nho. Podemos enunciar como segue este resultado, que é análo- 
go ao teorema fundamental do cálculo. 


Se uma integral curvilínea f F - dr é independente do 
c 
caminho, então, pelo Teorema (18.14) com (x, y,) = (x, y,) 


vemos que f F - dr =0 para toda curva fechada simples C. 
: c 


EXEMPLO 1 
Seja F (x, y) = (2x + y%)i + (3xy? + 4)j. 
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(a) Mostre que f F - dr é independente do caminho. 
C 


(2,3) 
(b) Calcule Í F - dr. 
(0,1) 


SOLUÇÃO 


(a) Pelo Teorema (18.13), a integral curvilínea é independente 
do caminho se e somente se existe uma função diferenciável f 
- de xe y tal que Vf (x, y) = F (x,y), isto é, 


Fy) +f, (x, y)j = (2x + y )i + (Bxy? + 4)]- 
ou, equivalentemente, 
(*) fœ y)= 2x +y e f, (1, y) =3xy* +4 


Integrando (parcialmente) f, (x, y) = 2x + y? em relação a x, 
obtemos dei 
fo y) =x"+xy*+ 8 (0), 


onde g é uma funcáo de y somente. (Devemos tomar g (y) em 
lugar de uma constante de integracáo, a fim de obter a expressáo 
mais geral para f (x, y) tal que f, (x, y) = 2x+y?.) 

; Diferenciamos em seguida f (x, y) = x° + xy? + g (y) em 
relação a y e comparamos o resultado com a expressão 


Jœ y) = 3xy? + 4 em (*). Assim, 


f, œ y) =0+3xy%+ g (y) = 3xy +4 


e, entáo, 


E O)=4 
Integrando em relagáo a y, obtemos 
8 (Y)=4 +c, 


onde c é uma constante de integracáo. Assim, 
fla, y)=132+xy +4y +c 
é uma função f tal que = Vf (x, y) = F (x, y). 


(b) Como qualquer função potencial serve para calcular a inte- 
gral, aplicamos o Teorema (18.14) com f (x,y) = x? + xy? + 4y, 
obtendo 


i 
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AY 


Alx,,y1) 


(2,3). (2,3) 


(0,1) EES [Fey Jo» 


= Hay + dy o 


=(4+54+12)-4=66 


O resultado seguinte é uma aplicação do que acabamos de 
ver aos campos vetoriais conservativos. 


Teorema (18.15) 


DEMONSTRAÇÃO 


Se F é conservativo, então F (x,y) = V f(x,y) para alguma 
função potencial f. Pela Definição (18.12) e pelo Teorema 
(18.14), o trabalho W realizado ao longo de qualquer caminho 
de A (x, y))aB (x, yo) É 


(y) 


W = F - dr = f (xy y) - f Œp y,) 


E) 
que é a diferenca dos potenciais entre A e B. 


A Figura 18.26 ilustra o teorema precedente para curvas 
parcialmente suaves C,, C, e C}. Realiza-se a mesma quantidade 


de trabalho, qualquer que seja o caminho escolhido de A a B. Se 
C é uma curva fechada — isto é, se A = B — então a diferença de 
potencial é O e, assim, o trabalho realizado ao percorrer C é 0. 
Uma recíproca deste resultado também é verdadeira, a saber, se 


f F - dr = 0 para toda curva fechada simples C, então a integral 
B (x, ,Y2 ) c 
curvilínea é independente do caminho e, assim, o campo é 


conservativo. Tais fatos têm importância em aplicações, pois 

muitos campos vetoriais que ocorrem na natureza são campos 

quadrados inversos e, assim, conservativos (ver Teorema 

(18.4)). Em termos físicos, se uma partícula unitária dá uma 

C, volta completa em uma curva fechada em um campo conserva- 

tivo, então o trabalho realizado é 0. Abordaremos os campos 
» conservativos com mais detalhes no final desta seção. 


Figura 18.26 


x 
Os teoremas (18.14) e (18.15) podem ser estendidos a um 


campo vetorial em três dimensões. O próximo exemplo ilustra 
estes resultados. 
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EXEMPLO 2 | 


Seja F o campo gravitacional de uma partícula de massa Mm, 


situada na origem de um sistema coordenado xyz. Ache o 
trabalho realizado por F quando uma partícula de massa m se 
move de A (2,3,4)a B (1,0, 0). 


SOLUÇÃO 


Como foi visto na Seção 18.1, a força exercida por uma partícula 
de massa m situada em K (x,y, z) é 


K ) z mym 
x, y, z) = -Gr 
Ir 
onde r = xi + yj + zk. Tal como na demonstração do Teorema 
(18.4), F (x, Y, z) Vf (x, y, z), onde 


Gm¿m 


f(x, y, 2) = 


(x? y y? + ye 


Logo, pela extensáo dos Teoremas (18.14) e (18.15) a trés 
dimensões, 


Se a integral f -M (x,y) dx +N (x,y) dy é independente 
c 


do caminho, então, pelo Teorema (18.13), existe uma função f 
tal que 


= a e N= ai 
ox +; y 
M — of IN i 


Conseqüentemente = e = : 
q dy dy dx Ox Ox Oy 

Se M e N têm derivadas parciais primeiras contínuas, então f 

tem derivadas parciais segundas contínuas e, assim, a ordem de 

diferenciação é irrelevante, isto é 


ôM ON 
dy Ox 


$ 
A recíproca deste resultado é falsa, a menos que imponhamos 
restrições adicionais ao domínio D de F (x, y). Em particular, se 
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Teorema (18.16) 


D é uma regiáo simplesmente conexa, no sentido de que toda 
curva fechada simples C em D inclui somente pontos de D (isto 
é, não há buracos na região), então a condição 0M/9y = 


0N/óx implica que a integral curvilínea f M (x,y) dx + 
Ea c 
N (x,y) dy é independente do caminho. (A demonstração en- 


contra-se em livros de cálculo avançado.) O que acabamos de 
ver pode ser resumido como a seguir. 


EXEMPLO 3 


Mostre que a integral curvilínea 
f (e% — y? sen x)dx + (3xe” + 2y cos x) dy 
c 


é independente do caminho em uma região simplesmente conexa. 


SOLUÇÃO 


Fazendo 
M=e*-—y?senx eN = 3xe” +2y cosx 
vemos que 
M 
PË- sena = 


Logo, pelo Teorema (18.16), a integral curvilínea independente 
do caminho. 


EXEMPLO 4 


Determine se a integral Í x?y dx + 3xy? dy é independente do 
Cc 


caminho. 
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SOLUÇÃO 
Fazendo M =x?y e N = 3xy”, obtemos: 


Mo») ON _ 23 
y A 

Como 0M/0y = 9N/9x, a integral não é independente do cami- 
nho, de acordo com o Teorema 18.16. 


No Exemplo 1, determinamos uma função potencial fpara 
um campo vetorial conservativo de duas dimensões. O próximo 
exemplo ilustra uma técnica análoga para o caso de três dimen- 
sões. 


EXEMPLO 5 

Seja F (x, y, z) = y? cos xi + (2y sen x +e%)j + 2ye” k. 

(a) Mostre que f r F y dr é independente do caminho, e ache 
uma função potencial f para F. 


(b) Se F é um campo de forças, ache o trabalho realizado por 
F ao longo de qualquer curva C de (0, 1, 5) a (1/2, 3, 2). 
SOLUÇÃO 

(a) A integral será independente do caminho se existir uma 


função diferenciável f de x, y e z tal que Vf (x, y, 2) 
= F (x, y, z), isto é, 


f, Œ, y, z) = y? cos x 
(1) l f, Œy, z) = 2y sen x + ez 
Í: (x, y, z) = 2ye” 


Integrando (parcialmente) fŒ, y, z) em relação a x, vemos que 


(2) f(x, y, 2) = y sen x + g (9,2) 


para alguma função g de y e z. (Devemos tomar g (y, z) para 
obter a expressão mais geral f (x,y,z) tal que f, (x, y, Z) = 


y? cos x.) 


Diferenciandof (x, y, z) em (2) em relação a y e comparando 
o resultado com a expressão de f, (x, y, z) em (1), obtemos 


f, Œ, y, z) = 2y sen x + gy (y, z) = 2y sen x + e? 
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Definição (18.17) 


e então 


A integração parcial de 8,0» z) em relação a y dá 


g (y, 2) = ye” +h (2) 


onde h á uma função da única variável z. Aplicando a fórmula 
(2), obtemos 


“f(x,y, z) = y sen x + ye” + h (2) 


Diferenciando a expressão precedente em relação a z e compa- 
rando o resultado com a fórmula de f (x, y, z) em (1), temos 


f(x, y, z) = 2ye +h (2) = 2ye” 


Segue-se que h' (z)=0 ou A (z) = c para alguma constante c. 
Assim, mm 

f(x, y, z) = y? senx +yeZ+c 
é uma função potencial f de F. 


(b) Aplicando a extensão do Teorema (18.15) aos campos 
vetoriais em três dimensões, concluímos que o trabalho realiza- 
do por F ao longo de qualquer curva C de (0, 1, 5) a(m/2,3,2) é 


Ed E 7, 1 (0/2332) 
ade rajy sen x + ye Jor 


© = (9 + 3e) - (0 +e)=9 + 3e- e= 170 


Concluiremos esta seção abordando algumas aplicações 
da independência do caminho. A próxima definição é utilizada 
na física. 


Como a energia potencial é o negativo do potencial 
f(x, y, 2), 
F (x, y, 2) =- Vp (x, y, z) 
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Se A e B são dois pontos, então, como no Teorema (18.15), o 
trabalho realizado por F ao longo de uma curva suave C com 
extremidades A e B é 


W T4 F-dr = [pts y, Mi = p(A) - p (B) 


onde p (A) ep (B) denotam a energia potencial em A e em B, 
respectivamente. Assim, o trabalho W é a diferença das energias 
potenciais em A e B. Em particular, se B é um ponto em que o 
potencial é 0, então W =p (A), o que está de acordo com a 
descrição física clássica da energia potencial como O tipo de 
energia que um corpo tem em virtude de sua posição. 


Se uma partícula tem massa m e velocidade v, então sua 
energia cinética é 5 myv2. Assim, a energia cinética é a energia 

- que um corpo tem em virtude de sua velocidade e sua massa. 
Vamos estabelecer a seguinte lei física fundamental, que 


constitui a razão por que certos campos vetoriais são chamados 
conservativos. 


Lei da conservação da 
energia (18.18). 


DEMONSTRACÁO 


„Seja F um campo vetorial conservativo, e suponhamos que uma 

partícula se mova de A até B ao longo de uma curva C parcial- 

“mente suave tal que, no instante t, sua posição seja dada por 

x=g(0, y =h(0),z + k (1), a=<ts b. Se r=xi+yj+zkéo0 

Az vetor posição da partícula (ver Figura 18.27), entáo a velocida- 
de e a aceleração no instante t são 


onde escrevemos abreviadamente v e a em lugar de v (1) e 
a (f, respectivamente. A velocidade (módulo) da partícula é 
v (é) = v = |[v]]. O trabalho realizado por F (x, y, z) ao longo de 
Cé 


x 
Figura 18.27 


B b dr b 
os ra y [e aja ena 


4 
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Pela segunda lei do movimento de Newton (15.13), 


e então 


b 
W= (may) 


: : b. : b 
dv ld 
emb a jes zona 


: b 


mf q dm]; 


5 mb(b)P = À ma) 


Como a energia cinética K de uma partícula de massa m e 
velocidade v é E mv?, a última igualdade pode ser escrita 


W=K(B)-K(A) 
onde K (A) e K (B) denotam a energia cinética da partícula em 
A e em B, respectivamente. Pelo que vimos em seguida à 
“ Definição (18.17), W = p (A) — p (B), e então 
P(A)-p(B)=K(B)-K(A) 
ou p(A)+K(A)=p(B)+K (B) 


A última fórmula afirma que se uma partícula se move de um 
“ponto a outro em um campo vetorial conservativo, a soma da 
energia potencial e energia cinética permanece constante. 


EXERCÍCIOS 18.3 
Exercs.1-10: Mostre que f F- dr é independente do 8 FG, y, 2) = ( +2)i+ (2 +2)] +(x + y)k 
c 
caminho, determinando uma função potencial f para F. 9 Foy, z) =Q sec? x-z +tgxj-ek 


1 E(x, y) = (Gy + Di + (o + 4y*) 10 F(x, i z) = 2x sen zi — 2y sen zj + (x° cos z — y? 
sen z)k 

2 Fe, y) =(619+ 2y)i + (6y + 2x)j 
. f Exercs. 11-14: Mostre que a integral curvilínea é 
3 Fo, y) = (2x sen y + 4e*)i + cos yj independente do caminho e ache seu valor. 
4 F(x y) = Qxe? + 4y°)i + (2% + 12xy”)j 3,1) 

uf +) de + (2? + 2xy) dy 
5 F(x, y) =- 2y? senxi + (6y? cos x + 5)j 1,2) 

; S (1, 1/2) 
6 F(x, y) = (Sy? + 4y? sec? xi + (15xy? + 1272 tg x)j 2f A e sen y dx + e" cos y dy 

0,0 

7 FG y, 2) = 8x2 + (1-6y2 + (4 - 92k Ra | 


E 2, 1, 3) i š y 
a (6xy? + 222)dx + 9x?y2dy + (4xz + 1)dz 


13 f o 
(1,1 


ls (yz + 1D) dx + (xz + 1) y + (xy +1) dz 


Exercs. 15-18: Use o Teorema (18.16) para mostrar 
que f F - dr não é independente do caminho. 


15 F(x, y) = 491 + 219% 

16 E(x, y) = (6x? — 2xy i + (2%y + 5) 

17 E(x, y) =ei+ (3 - e" sen y)j 

18 F(x, y) = y? cos xi — 3y? sen xj 

19 se f M(x, y, z) dx +N(x, y, z) dy + P(x, y, z) dz 


é independente do caminho e M, N e P tém deri- 
vadas parciais primeiras contínuas, prove que 


IM ON ðM OP ƏN OP 
o dx" de dx) dz dy 


Exercs. 20-22: Use o Exercício 19 para mostrar que 
a integral curvilínea não é independente do caminho. 


20 fo 5y dx + 5x dy + y2 dz 
21 Jo 2xy dx + (x? + °) dy + yz dz 
22 fo e” cos z dx + xe cos z dy + xe” sen z dz 


23 Seja F(x, y, z) uma força dirigida diretamente para 
a origem com módulo inversamente proporcional 
à distância da origem. Prove que F é conservativa; 
achando uma função potencial f para F. 


24 Seja F(x, y, z) uma força emanando da origem com 
módulo diretamente proporcional à distância da 
origem. Prove que F é conservativa achando uma 
função potencial fpara F. 
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-= 25 Se Fé uma força constante, prove que o trabalho 


realizado ao longo de uma curva arbitrária com 
extremidades Pe Q é F-PQ. 


26 Se F(% y,2) = 80i + A(y)j + K2)k, onde g, A e k são 
funções contínuas, mostre que F é conservativo. 


27 Seja F(x, y) = M(x, yji + N(x, y)j, onde 


M(x, y) = ya e Ny) = 3 


x + xX +y 


Mostre que ôM/ðy = 9N/dx para todo (x, y) no 
domínio D de F, mas que f F + dr não é indepen- 
c 


dente do caminho em D. (Sugestão: Considere 
dois semicírculos diferentes com extremidades 
(- 1, 0) e (1, 0). Por que este fato não contradiz o 
Teorema (18.16)? 


28 Suponha que um satélite de massa m esteja circu- 
lando em torno da terra a uma altitude constante 
de h quilômetros e que complete uma revolução a 
cada k minutos. Se o raio da Terra é de 6.300 
quilômetros, ache o trabalho realizado pelo campo 
gravitacional da Terra durante um intervalo arbi- 
trário de tempo. 


29 Seja F um campo quadrado inverso tal que F(x, y, z) 
= (c/[e]P)r para r = xi + yj + zk, onde c é uma 
constante. Sejam P, e P, pontos cujas distâncias 
da origem são d) e d,, respectivamente. Expresse, 
em termos de d, e d,, o trabalho realizado por F 
ao longo de uma curva parcialmente suave unindo 
P aP, 


30 Suponha que quando uma partícula se move em 
um campo vetorial conservativo, sua energia po- 
tencial decresça à taxa de k unidades por segundo. 
A que taxa a energia cinética está variando? 


Seja C uma curva plana suave com parametrização x = g(f), y = 
h(t); a < t < b. Recorde que, se A = (g(a), h(a)) = (g(b), h(b)) = B, 
então C é uma curva suave fechada. Se C não se intercepta entre 
A e B, é uma curva simples. Os círculos e as elipses são exemplos 
comuns de curvas suaves fechadas simples. Uma curva fecháda 
simples parcialmente suave é uma uniáo finita de curvas suaves 
C, tais que, quando t varia de a a b, o ponto P(t) obtido com as 
parametriações das curvas C, percorrem C exatamente uma vez, 
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com a única exceção que P(a) = P(b). Uma curva deste tipo 
constitui a fronteira de uma região R do plano-xy e, por defini- 
“ção, a orientação, ou direção positiva, ao longo de C é tal que 
R esteja sempre à esquerda quando P(t) descreve C, conforme 
ilustrado pelas setas na Figura 18.28. A notação 


Pomtr, y) dx + N(x, y) dy 


“denota uma integral curvilínea ao longo de uma curva fechada 
simples C uma vez na direção positiva. 


O próximo teorema, designado em homenagem ao mate- 
mático inglés George Green (1793-1841), define uma relacáo 
Figura 18.28 | “entre a integral curvilínea ao longo de C e uma integral dupla 
j sobre R. Para simplificar o enunciado, usamos no integrando os 
símbolos M, N, 0N/0x e 9M/9y para denotar os valores dessas 
funções em (x, y)... 


Teorema de Green (18.19) 


DEMONSTRAÇÃO PARA UM CASO ESPECIAL 


Demonstraremos o teorema para o caso em que R é uma região 
R, e uma região R, dos seguintes tipos: 


R={@,y)a sx = b, g(x) sy = 8/0) 
R=((x, y): c <y sd, h (y) <x < h,(y)} 


onde g,, 8, h, € h, são funções suaves. Basta mostrar que cada 


uma das seguintes igualdades é verdadeira, pois a soma delas 
dá a conclusão desejada: . 


(1) Gm dx = ff qa 


(2) Pen ay JE dA. 
R 


aY 
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Para provar (1), referimo-nos à Figura 18.29 e notamos 
- que C consiste em duas curvas C} e C, de equações y = g, (x) e 


JB y= 8, (x), respectivamente. A integral curvilínea PM dx pode 


escrever-se 


cM dx =[. M(x,y) de +f MG y) de 


b a 
= f M(x, g,(x)) dx + f M(x, g(x)) dx 


Figura 18.29 


=y 


b b 
= f M(x, g,(x)) dx — J M(x, g(x)) dx 


Aplicamos em seguida o Teorema (17.8)(i) à integral 
dupla ffm /ðy) dA, obtendo - 
R 


ðM “DM gy 
pra md 


p g) 


[Mi a 


8,60 


b 
= $ IM, 8460) - MG 8,00) dx 


Figura 18.30 


Figura 18.31 


» Comparando a última expressão com a obtida para P.M dx 
* temos (1). 


Estabelece-se de modo análogo a fórmula em (2), consi- 
derando a Figura 18.30. 


Embora não o demonstremos aqui, o teorema de Green pode 
estender-se a uma região R tal que parte da fronteira consista em 
segmentos retilíneos horizontais ou verticais. O teorema pode 
então estender-se ainda mais para o caso em que R é uma união 
finita de tais regiões. Por exemplo, Se R = R, UR, e se a fronteira 
de R é C UC", € a fronteira de R, é C, U C’, conforme 
jc, ilustrado na Figura 18.31, então 


E ` y)? d =Po yoM de +N dy 


N [a E y) od Pouc M de +N dy 
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(2, 4) 


Figura 18.32 


=Y 


A soma das duas integrais duplas é igual a uma integral dupla sobre 
R: Observemos em seguida que a integral curvilínea ao longo de 
C”, na direção indicada na Figura 18.31 é a negativa da integral ao 


longo de C”,, pois a curva é a mesma mas a direção é a oposta. 


Logo, a soma das duas integrais curvilíneas se reduz a uma integral 
curvilínea ao longo de C, U C, que é a fronteira C de R. Assim 


Ty) oa Jano 
R 


Podemos agora, por indução matemática, passar a uma união 
arbitrária, finita. A demonstração do teorema de Green para o 
caso mais geral ultrapassa o âmbito deste livro. 


EXEMPLO 1 


Por meio do teorema de Green, calcule fe 5xy dx + x? dy, onde 


C é a curva fechada que consiste nos gráficos de y =x? e 
y = 2x entre os pontos (0, 0) e (2, 4). 


SOLUCÁO 


A Figura 18.32 exibe a regiáo R delimitada por C. Aplicando o 
teorema de Green com M (x,y) = 5xy e N (x, y) = x°, temos 


fe sta (0) 5, (80) [dá 
SJ espa 
-f [2950 Ja 
-f (11x* 10? 3x) de =- 2 


A integral curvilínea também pode ser calculada diretamente. 


EXEMPLO 2 


` Com auxílio do teorema de Green, calcule a integral curvilínea 


Pc 2xy dx + (1? + y?) dy 
onde C é a elipse 4x? + 9y? = 36 
SOLUCÁO 


A Figura 18.33 ilustra a região R delimitada por C. Aplicando o 
teorema de Green, com M (x, y) = 2xy eN (x,y) =x? + y?, temos 


E 
a 
E 


Figura 18.33 


Figura 18.34 
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Pc2xy dx + (x? + y) dy = ff (2x — 2x) dA 
: ce 
= ff Oda =0 
R x 

Note que não utilizamos a curva C no cálculo. Pode-se mostrar 
que a integral curvilínea é independente do caminho, sendo, 
assim, 0 para toda curva fechada simples C (ver observação após 
o Teorema (18.14)). 
EXEMPLO 3 


Calcule Pe (4 + e“) dx + (sen y + 3x?) dy se C é a fronteira da 


“região R delimitada pelos quartos de círculo de raios ae b e pelos 


segmentos dos eixos-x e y, conforme Figura 18.34. 
SOLUÇÃO 
Aplicando o teorema de Green e transformando a integral dupla 
para coordenadas polares, a integral curvilínea é igual a 
0/2 b 
(6x =0)dA = 6r cos 0)r dr dð 
fam S Í (reos Oyrar 
n2 i E b 3 a 1/2 
== Ed = 2 b Ee, 
E cos 6 f; 2 ( S aa 


= 2(b*— a) [ sen 6 ] =2b'- a”) 


1/2 
0 


Obteremos uma apreciação mais profunda do Teorema de 
Green tentando calcular diretamente a integral curvilínea deste 
exemplo. 


Com auxílio do teorema de Green podemos também esta- 
belecer uma fórmula para achar a área A de uma regiáo R 
delimitada por uma curva fechada simples parcialmente suave 
C. Fazendo M =0 e N =x em (18.19), obtemos l 


A = ff da = ex dy 


Entretanto, se fizermos M =- y e N = 0, o resultado é 


Aro fl de = Say a 
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C, 
Figura 18.35 


Teorema (18.20) 


Podemos combinar estas duas fórmulas de A somando ambos 
os membros das equações e dividindo o resultado por 2. Isto nos 
dá a terceira fórmula do próximo teorema. 


Embora as duas primeiras fórmulas em (18.20) pareçam 
mais fáceis de aplicar, para certas curvas a terceira fórmula 
conduz a uma integração mais simples. Para certificar-se disto, 
basta você tentar achar a área no Exercício 20 desta seção 


utilizando À. x dy ou -fc y dx. 
EXEMPLO 4 


Use o Teorema (18.20) para achar a área da elipse 


SOLUÇÃO 


As equações paramétricas da elipse C são x =acost, 
y = b sën t; 0 s t < 2x. Aplicando a terceira fórmula do Teorema 
(18.20), obtemos 


A= 16. x dy -y dx 
2x 
=1f (acos nb cos 1) dt— (b sen asen 1) dt 
i 0 


2x 


=1f ab (cos? t + sen? t) dt 
0 


27 
=30b J, dt => ab(2x) = xab 


O teorema de Green pode ser estendido a uma região R que 
contenha “buracos”, desde que integremos sobre toda a frontei- 
ra, mantendo sempre a região R à esquerda de C. A região da 
Figura 18.35 ilustra este fato; ali, a integral dupla sobre R é igual 
à soma das integrais curvilíneas ao longo de C} e C, nas direções 


- indicadas. A prova consiste em cortar R conforme ilustrado na 


figura, notando que a soma de duas integrais ao longo da mesma 
curva e em direções opostas é zero. Argumento análogo vale no 
caso de a região conter mais de um “buraco”. Esta observação 
será utilizada na resolução do próximo exemplo. 
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EXEMPLO 5. 


Sejam €, e C, duas curvas fechadas simples parcialmente sua- 


ves que não se interceptam, cada uma tendo a origem O como 
um ponto interior. Se 


prove que 
$. M dr + N dy = c, M dx + N dy 
SOLUÇÃO 


Denotando por R a região entre C, e C,, temos uma situação 
análoga à ilustrada na Figura 18.25, com O interior a C,. De 


acordo com as observações que precedem este exemplo, o 
teorema de Green nos dá 


| IN ðM 
Pe, M dx +N dy +c, M dx + N dy o 
onde, com o símbolo O, indicamos a direção positiva ao longo 
de C, em relação a R. Como É 
aN | (4% + yaa) - x(0x) _ y? x? ƏM 


dx (+ y?) (+ y oy 


a integral dupla sobre R é zero. Consegiientemente, 
o, M dx +N dy =P. M dx + N dy 


Como a direção positiva ao longo de C, em relação à região no 
interior de C, é oposta à indicada na integral precedente, obtemos 


e, M dx + N dy =Q. M dx + N dy 


como queríamos provar. 


EXEMPLO 6 


1 E ada 
z (-yi+xj), prove que 


Se F é definida por F(x, y) Rr 


Per -dr = 2x para toda curva C fechada simples parcialmente 


i 


suave que tenha a origem em seu interior. 
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AY 


Figura 18.36 


xy 


SOLUÇÃO. 


“Fazendo F (x,y) = M i+ Nj então M e N são as mesmas que no 


Exemplo 5. Logo, escolhendo um círculo C, de raio a e centro 


na origem e inteiramente contido em C (ver Figura 18.36), então, 
pelo Exemplo 5, 


cF dr =Po, rd 
Como as equacóes paramétricas de C, sáo 


“x=acost, y=asent; asent; O<ts2x 


obtemos 


ns ni TE -y x 
ER e e dy 


ac 


— a sen t os t 
ciar fis =p (a sen t) dita (a cos t) dt 
0 


2x 2n 
= f (sen? t + cos? 1) dt = f dt = 2x 
0 0 


Podemos expressar sob forma vetorial a conclusáo do 
teorema de Green (18.19). Primeiro, notemos que se F é um 
campo vetorial em duas dimensóes, entáo podemos escrever 


—F(x,y)=Mi+Nj+0k 
onde M = M (x, y)e N =N (x,y). O rotacional de F é 


i j k 
a o að ð . œ [ON oM 
VxF= DE COR de -oise ay)" 
MN Q 


O coeficiente de k tem a mesma forma do integrando da integral 
dupla nọ Teorema de Green (18.19). Seja s o parâmetro com- 
primento de arco para C, e consideremos o vetor tangente 
unitário 


Com esta notação, podemos escrever o teórema de Green como 
aseguir: ` 
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Forma vetorial do teorema de 


Green (18.21) 


EXERCÍCIOS 18.4 


Como (V x F) - ké o componente de rot F na direção paralela 
ao eixo-z, chamamo-la componente normal (a R) de rot F. 
Podemos enunciar (18.21) como segue: A integral curvilínea do 
componente tangencial de F tomado ao longo de C uma vez na 
direção positiva é igual à integral dupla sobre R do componente 
normal de rot F. O análogo tridimensional deste resultado é o 
teorema de Stokes, que será estudado na Seção 18.7. Discutire- 
mos ali também interpretações físicas de rot F. 


O teorema de Green tem grande importáncia na área da 
matemática conhecida como teoria das variáveis complexas — fun- 
damental para muitas aplicações às ciências físicas e à engenharia. 


Exercs. 1-14: Aplique o teorema de Green ao cálculo 8 Pe arctg x dx + 3x dy; 


da integral curvilínea. 


DA) dx + (0) dy; 


C é a curva fechada definida por y = x e y =x, 


Osx<l. 


2 Pe (x + y?) dx + (1 +1?) dy; 


C é o retângulo de vértices (1, 0), (2, 3),(0, 1), (3, 2). 
9 Pe YA sexy? dx + 2y arctg x dy; 
C é a hipociclóide x +y” = 1, 


10 Pe (4 y? dx + 2xy dy; 


C é a curva fechada definida por y =xº e y = 2,0 C éa fronteira da região delimitada pelos gráficos 


<x<l. 


3 Po Py dx +- y’) dy; 


dey = Vx, y =0 ex = 4. 


11 Pe (x! + 4) dx + xy dy; 


C é o quadrado de vértices (0, 0), (1, 0,(1, 1) e (0, 1). C é a cardioide r = 1 + cos 6. 


4 Povy dx + Vx dy; 


12 Pe xy dx + (24 y?) dy; 


C é o triângulo de vértices (1, 1), (3, 1) e (2, 2). C é 0 lago, no primeiro quadrante, de r =sen 26, 


5 Pe xy dx + (y +x) dy; 
Céocírculox”+y=1. 


6 Po y dr+x dy; 


C éa fronteira da região delimitada pelo semicír- 


culo y = V4 = x” eo eixo-x. 


7 Pe xy dx + sen y dy; 


BA (x + y) dx + (y + x°) dy; 


C é a fronteira da região entre os círculos xº + y? 
=1ex +y =4. 


14 Pe (1-x?y) dx + sen y dy; 


-C é a fronteira da região interior ao quadrado de 
vértices (+ 2, + 2) e exterior ao quadrado de 
vértices (+ 1, + 1). 


C é o triángulo de vértices (1, 1), (2, 2) e (3, 0). 
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Exercs. 15-18: Aplique o Teorema (18.20) para achar a - 
área da região delimitada pelos gráficos das equações. 


16y=%, y=x 
18 xy =2, 


15 y = 4x2, y =16x 


My==5:. y=3 x+y=3 


Exercs. 19-20: Aplique o Teorema (18.20) para achar 
a área da regiáo delimitada pela curva C. 
19 Céa hipociclóide x =acos 1, y =a sen h 0 sts 2m, 


20 C é a curva parcialmente suave que consiste no 
folium de Descartes 


E o rega 


E Ri PP agi 


e do segmento de reta de e ; 5) a (0, 0). 


21 Se F(x, y) é um campo vetorial bidimensional e 
f F - dr é independente do caminho em uma 
4 


regiáo D, prove, por meio do teorema de Green, 
que Pe F - dr = 0 para toda curva fechada simples 
parcialmente suave em D. 


22 Sefe g são funções diferenciáveis de uma variá- 
vel, prove que Pe f(x) dx + g(y) dy = O para toda 
curva fechada simples parcialmente suave C. 

23 Sejam M = y/(? + y) e N=-—x/(? + y?). SeR éa 
regiáo delimitada pelo círculo unitário C de centro 
da origem, mostre que 


Explique por que o teorema de Green náo é válido 
nesta instáncia. 


24 Seja F(x, y) dotada de derivadas parciais primeiras 
contínuas em uma região simplesmente conexa R. 


Se rot F = 0 em R, prove que Pe F - dr = 0 para 


toda curva fechada simples parcialmente suave C 
emR. 


25 Seja R a região delimitada por uma curva fechada 
simples parcialmente suave C no plano-xy. Se a 
“área de R éA, use o teorema de Green para provar 

- que o.centróide (x, y) é 


x= for dy, y= Gy dx 


26 Suponha que uma lâmina homogênea de densida- 
de k tenha a forma de uma região do plano-xy 
delimitada por uma curva fechada simples parcial- 
mente suave C. Prove que os momentos de inércia 
em relagáo aos eixos x e y sáo 


I = -É Fey dx, L, - -Efe x? dy 


27 Use o Exercício 25 para achar o centróide de uma 
região semicircular de raio a. 


28 Use o Exercício 26 para achar. o momento de 
inércia de um disco circular homogêneo de raio a, 
em relação a um diâmetro. 


18.5 INTEGRAIS DE SUPERFÍCIE ||| — < — < — 


As integrais curvilíneas são calculadas ao longo de curvas. As 
integrais duplas e triplas são definidas em regiões de duas e três 
dimensões, respectivamente. Podemos também considerar uma 
integral de uma função sobre uma superfície. Por uma questão 
de simplicidade, restringimos nosso estudo a superfícies de 
equações assaz simples, e nossas demonstrações ficarão em um 
nívelintuitivo. Em textos de cálculo avançado pode-se encontrar 
um tratamento rigoroso. 
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(i) (ii) (iii) 


Figura 18.37 


2=[00) 


Figura 18.38 


integral de superfície (18.22) 


Se a projeção de uma superfície S sobre um plano coorde- 
nado é uma região de um dos tipos considerados para integrais 
duplas, dizemos que S tem uma projeção regular no plano 
coordenado. Se S tem uma projeção regular no plano-xy, no 
plano-xz ou no plano-yz, costumamos denotar a região por Ro, 
R, ou R,,, respectivamente. Para tais projeções admitimos que 
S seja o gráfico de uma equação da forma z=f(x,y), 
y= h (x,z) ou x =k (y, z), respectivamente, conforme Figura 
18.37. Admitimos, além disso, que a função f, g ou k tenha 
derivadas parciais primeiras contínuas em sua respectiva região. 


Consideremos primeiro o caso do gráfico S de 
z = f (x, y) (ver Figura 18.37(1)). Em (17.16) definimos a área A 
de S. Técnica análoga pode ser usada para definir uma integral 
de g (x, y, z) sobre a superfície S, se a função g é contínua em 
toda uma região contendo S. Utilizaremos a notação da Seção 
17.2. Assim, conforme ilustrado na Figura 18.38, AS, e AT, 
denotaráo áreas de porções da superfície S e do plano tangente 
em B REA Y y, Z4)» respectivamente, que se projetam sobre o re- 
tángulo R, de uma partição interior de R, . Calculamos g em B, 


para cada k e formamos a soma 5 g (x, y, 2) AT, Conforme 
¿e 


a definição seguinte, a integral de superfície Í f g(x,y,z) dS 
CR 


de g sobre S é o limite de tais somas quando as normas das 
partições tendem para 0. : 
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Se S é a uniáo de diversas superfícies de tipos adequados, 
entáo a integral de superfície define-se como a soma das inte- 
grais de superfície individuais. Se g (x,y, z)=1 para todo 
(x, y, z), entáo (18.22) se reduz a 617.17) e, daí, a.integral de 
superfície nos dá a área da superfície S. ` 


Obtém-se uma interpretação física das integrais de super- 
fície considerando uma lâmina delgada de metal que tenha a 
forma de $. Se a densidade de massa por área em (x, y, z) é 
g(x, y, z), então (18.22) é a massa da lámina. O centro de 
gravidade e os momentos de inércia sáo obtidos pelos métodos 
utilizados para sólidos no Capítulo 17 (ver Exercício 21). 


Da mesma maneira que estabelecemos a fórmula (17.17) 
para a área de uma superfície, a integral de superfície (18.22) 
pode ser calculada por meio da fórmula (1) do próximo teorema. 
As fórmulas (ii) e (iii) sáo utilizadas para superfícies do tipo 
ilustrado na Figura 18.37(ii) e (iii). 


Teorema de cálculo para | 
integrais de superfície (18,23) 


EXEMPLO 1 


Calcule f f xºzdS se S é a porção do cone 22 =x? + y? com- 
S 


preendida entre os planos z = 1 ez = 4. 
SOLUÇÃO 


Conforme a Figura 18.39, a projeção R,, de $ sobre o plano-xy 


é a região anular delimitada pelos círculos de raios 1 e 4 com 
centros na origem. Escrevendo a equação de S na forma 


x 


Figura 18.39 | apo 
z=(0+y)2=f(x,y) 
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AZ 
10. 1,5) ¿(0,4,5) 


Figura 18.40.. 


E V 
(x? + yas 


Aplicando (18.23)() e notando que o radical se reduz a V2, obtemos 


ff x ds = [fa + y) VŽ dA 
S Eu RO 


então fix, y)= E e RCA »)= 


Utilizamos coordenadas polares para calcular a integral dupla 
como a seguir: ži 


pa +y?) VZ dA [o f (P cos? 0)r v2r dr de 


Ry 
4 


vz 27 3 P 
= Í cos ol], do 


_ 1.023 v2 e 1 + cos29 J 
0 


5 2 
me | 1 a 
o RE 


10 2 sen 20 | 


qu 


_ 1.023 v2x 


5 = 909 


EXEMPLO 2 


Calcule Í f (xz/y) dS se S é a parte do cilindro x = y? situada no 
s 

primeiro octante entre os planos z = 0, z = 5,y=1ey=4. 

SOLUÇÃO 


A Figura 18.40 ilustra a superfície $. A projeção R,, de S sobre 
o plano-yz é o retângulo de vértices (0, 1, 0), (0, 4, 0), (0, 4,5) 
e (0, 1, 5). Assim, pelo Teorema (18.23)(iii) com k (y, z) = 


XZ 4 ya 

XZ e y 7 

LS S S MOF + d dy 
5 


4 5 4 2 
LST E 5 | di 
¿AA 1 


0 


4 a 
= y Way + 1 dy = ¿[0 + 0], 
1 


= E (65 — 52) = 534,2 
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Figura 18.41 


As fórmulas no Teorema (18.23) pressupõem que as fun- 
ções f, h e k tenham derivadas parciais primeiras contínuas em 
R, e Ryo respectivamente. Em certos Casos, estas restri- 
ções podem ser removidas, utilizando-se uma integral impró- 
pria, como no seguinte exemplo. 


EXEMPLO 3 


Calcule ff (2+y)ds se Sé a parte do gráfico de 
Ss 


z = V1 =- x? no primeiro octante entre o plano-xz e o plano 
y=3. 


SOLUCÁO 


A superfície S é a parte, no primeiro octante, do cilindro 
x+z2=1dey=0a y=3.0 gráfico está esboçado na Figura 
18.41. A projeção R,, de S sobre o plano-xy é a região retangular 
de vértices (0, 0, 0), (1, 0, 0), (1, 3, 0) e (0, 3, 0). Se quisermos 
utilizar o Teorema (18.23)(i) com f (x,y) = VI — x7, então 


(x, y) 


EA +1 = O E 
Vi- 


Note que f, (x, y) não é definida em x = 1 e, assim, não é contínua 
em toda a R,,. Todavia, podemos aplicar o Teorema (18.231) com 
0 <x < 1 e utilizar então uma integral imprópria, como a seguir: 


ern as | A+) qi a 
S R y 


t 


e E 
e je 


= lim (31 + arcsen ) = 3 + 3n = 10,1 


2 2 
t-> 1 


mio e e di gi ag 


Figura 18.42 
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Na Seção 6.8 vimos como achar a força exercida sobre 
uma face de uma lâmina quando ela está submersa em um fluido 
(ver (6.27)). Podemos utilizar integrais de superfície para resol- 
ver problemas análogos para superfícies não-laminares, confor- 
me ilustrado no próximo exemplo. 


EXEMPLO 4 


“Um depósito tem a forma de um cone circular reto de 6 dm de 


altura e 3 dm de raio de base. Se o depósito está cheio de água 
que pesa 1 kg/dmº, ache a força total exercida pela água sobre 
a superfície interna do depósito. 


SOLUÇÃO 


Referindo o depósito a um sistema coordenado xyz conforme 
Figura 18.42 (onde as unidades são em decímetros), a equação 
do cone tem a forma z = k Nx? + y?, k constante. Como o 
ponto (0, 3, 6) Está no cone, 6 = k VO + 3%, ou k=2. Loga 
z SINA + y?. 


Seja dS um elemento de área da superfície do cone que está 
(aproximadamente) à distância z do plano-xy. A profundidade 
correspondente da água no depósito é 6—z e a pressão à 
profundidade de 6 — z dm é de 


(6-z) dS kg 


Tomando um limite de somas, vemos que a força total exercida 
pela água sobre a superfície interna S do cone é 


F = |f (6-2 as 
S 
A região R,, sob o cone é delimitada pelo círculo x?+ y?=9. 
Aplicando (18. 231) com f (x, y) = 2 Vx? + y? = z, verifica-se que 
F= Jf 6 - 215 da 


R 
ay 


Passando para coordenadas polares 


T A 
F= f f (6 — 20) N5r dr de = 40,257 kg 
0 0 


É quando lidamos com campos vetoriais que ocorrem as 
aplicações mais importantes das integrais de superfície. Seja F 
um campo vetorial tal que 


F (x, y, 2) =M (x, O y Dj j+P(x, yzk 
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AZ 


Figura 18.43 


Integral do fluxo de F sobre S 
(18.24) 


onde M, Ne P são funções (escalares) contínuas. Na Seção 18.2 
consideramos a seguinte integral curvilínea para uma curva 
parcialmente suave C: : 


, J E- Tas 


onde s é o parâmetro comprimento de arco para C. Conforme 
Figura 18.43, T = dr/ds é um vetor unitário tangente a C no 
ponto (x,y,z), onde r=xifyj+zk é o vetor posição de 
(x, y, z). Se E é um campo de forca, entáo, conforme (18.12), o 
valor desta integral curvilínea é o trabalho realizado por F ao 


longo de C. 


(e, y, z) 


Figura 18.44 


Consideremos em seguida uma superfície S e um vetor 
unitário m normal a S no ponto (x, y, Z), conforme Figura 18.44, 
Se os componentes de n são funções contínuas de x, y e z, então 
F - n é uma função (escalar) contínua e podemos, assim, consi- 
derar a seguinte integral de superfície sobre S, a qual, por razões 
que apresentaremos no final desta seção, é chamada integral do 
fluxo de F sobre $. 


Para calcular (18.24), devemos ser mais precisos sobre as 
propriedades do vetor unitário n. Se a superfície S é o gráfico 
de uma equação z =f(x,y) e se fazemos g(x, y, z) 
=z-f(x,y), então S é também o gráfico da equação 
g (x, y, z) = 0. Como o gradiente V g (x, y, z) é um vetor normal 
ao gráfico de g (x, y, z) =0 no ponto (x, y, 2), podemos obter 


“como a seguir um vetor unitário normal n: 
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renina irem 


4 


Vglx, y, 2) -f (œx, yi — fœ yj + k 
ee, y, do yF yF + 0 y +1 


Fórmulas análogas valem se S é dada por y =h (x, z) ou por' 
x = k (y, z). Note que, para o caso z = f (x, y), o vetor unitário n 
é uma normal superior de S, pois o componente k é positivo. 
Obtém-se uma normal inferior tomando-se —n. 


No restante deste capítulo, admitiremos que toda superfí- 
cie S é orientada (ou orientável), no sentido de que existe um 
vetor unitário normal n em cada ponto não-fronteira (x, y, z) € 
que as componentes de n são funções contínuas de x, y € z. 
Dizemos que n varia continuamente sobre a superfície S. 
Admitiremos também que S tenha dois lados — o lado de cima 
e o lado de baixo do gráfico de z =f (x, y) da Figura 18.44. 
Para uma superfície fechada S como uma esfera, podemos 


(i) Normais unitárias exteriores (ii) Normais unitárias interiores 


z zZ 


Figura 18.45 


Figura 18.46 Faixa de Möbius. 


considerar o exterior e o interior de S. Referimo-nos então a m 
como a normal unitária exterior ou a normal unitária inte- 
rior (ver Figura 18.45). 


Nossas restrições sobre S excluem as superfícies unilate- 
rais, como a faixa de Môbius, assim designada em homenagem 
ao matemático alemão A. F. Móbius (1790-1868). Pode-se 
construir uma faixa de Möbius a partir de uma longa faixa ` 
retangular de papel, dando-se meia volta ao papel e colando-se 
as extremidades menores, o que dá a superfície ilustrada na 
Figura 18.46. Imaginemos um pintor que, partindo de um ponto 
qualquer da superfície, tentasse pintar apenas um lado da faixa 
original. O pintor acabará voltando ao ponto de partida, após 


+ 
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x 


Figura 18.47 


Definição (18.25) 


pintar toda a superfície, sem ter cruzado nenhuma de suas 
bordas. Tal superfície unilateral não é orientável. 


Para interpretar a significação física da integral do fluxo 
(18.24), encaremos a superfície S como uma membrana delgada 
através da qual possa passar um fluido. Suponhamos S imersa 
em um fluido com campo de velocidade F (x, y, z). A parte 
inferior da Figura 18.47, exibe alguns vetores típicos do campo. 
Cada vetor do campo é a velocidade de uma partícula do fluido 
(ou molécula). 


Suponhamos que dS represente um pequeno elemento de 
área de S. Se F é contínua, então é quase constante em dS, e a 
quantidade de fluido que atravessa dS por unidade de tempo 
pode ser aproximada pelo volume de um prisma de área de base 
dS e altura F - n, conforme ilustrado na Figura 18.47. Denotando 
por dVo volume do prisma na figura, entãodV = F - ñ dS. Como 
dV representa a quantidade de fluido que atravessa dS por 
unidade de tempo, a integral do fluxo é um limite de somas de 


elementos de volume e, daí, f f F -n dS éo volume total de fluido 
po S 


que atravessa S em uma unidade de tempo. Esta quantidade é 
chamada fluxo de F através de (ou sobre) S. Se F e S satisfazem 
as condições impostas, então temos o seguinte: 


O fluxo de um campo vetorial F através de (ou sobre) uma 
superfície S é [Lg 


Se o fluido de nosso estudo prévio tem densidade ò = dx, 
y, Z), então o valor da integral do fluxo f y ôF - n dS é a massa 
s 


“de fluido que atravessa S. 


O campo vetorial F da Definicáo (18.25) pode também 
representar o fluxo de valor estacionário, ou um gás que se 
expande uniformemente, ou campos encontrados na teoria da 
eletricidade. Nesses casos, O fluxo é uma medida da quantidade 
de calor que atravessa S, do fluxo de gás através de S, ou do 
fluxo elétrico ou magnético através de S, respectivamente. 


Se, para uma superfície fechada como uma esfera, esco- 
lhemos n como a normal unitária exterior, então o fluxo mede 
o fluxo líquido para fora por unidade de tempo. Se a integral do 


fluxo é positiva, então o fluxo que sai de S excede o fluxo que 


entra em $; dizemos que há uma fonte de F dentro de S. Se a 
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z à x 
t integral é negativa, o fluxo que entra excede o fluxo que sai, 
sl E(x, y, z) havendo então um poço dentro de S. Se a integral é 0, o fluxo 
que sai e o fluxo que entra são iguais, ou seja, as fontes e os 
poços se equilibram. 


EXEMPLO 5 

Seja S a parte do gráfico de z=9-x?—y? com z=0. Se 
F (x, y, Z) = 3x i + 3y j + z k, ache o fluxo de F através de S. 
SOLUÇÃO EA 

A Figura 18.48 ilustra o gráfico, juntamente com uma normal 
unitária superior típica n e o vetor F (x, y, z). De acordo com O 


que vimos após (18.24), para achar uma fórmula para n consi- 
deramos 


Figura 18.48 
gla,y,2)=2-(9-12-y)=2-9+ 0 +y 
e fazemos cl 


a Vg(x, y, z) _ _2xi + 2yj + k 
Veto, y, all A+ y +41 


Por (18.25), o fluxo de F através de S é 


6x? 6y? 
Jrs Par 


Aplicando o Teorema (18.23)(1), obtemos 


2 E y dê 
Ms gar ET 
Ss. R 

Ea xy 


= ff (5x? + Sy? + 9) dA 
R 
xy 


onde R,, é a região circular do plano-xy delimitada pelo gráfico 
de x? + y? = 9. Passando para coordenadas polares, temos 


Jf E - n dS S (52 + 9)r dr do = E = 890,6 
5 


Se, por exemplo, F é o campo de velocidade de um gás em 
expansão e ||F|| é medido em m/seg, então a unidade de fluxo é 
m?/seg. Logo, o fluxo de gás através da superfície S na Figura 
18.48 é aproximadamente 890,6 m'/seg. 


CR A POR EE 


Na próxima seção estudaremos um resultado, chamado teo- 
rema da divergência, que possibilitará calcularmos o fluxo através 
de uma superfície fechada por meio de uma integral tripla. 
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EXERCÍCIOS 18.5 
Exercs. 1-4: Calcule Í If g(x,y, z) ds. 
o S 
1 g(x y, z) =x" Sé o hemisfério superior de x? + y? 
2 
+z =a. 


2 gy, z2) =x +y +2; S é a parte do plano z =y 
+ 4 interior ao cilindro x? + y? = 4. 


3 g(x,y, 2) =x + y; S é a parte do primeiro octante 
~— do plano 2x + 3y +z=6. 
4 g(5y23=(+y+ DZ séa porção do 
' parabolóide 2z = x? + y? interior ao cilindro 
x 4 y? =2y. 
Exercs. 5-8: Expresse a integral de superfície como 


uma integral dupla iterada utilizando uma projeção de 
S sobre o plano-yz e (b) o plano-xz. 


5 ff xy% ds; 
8 


a Sins 
S é a parte no primeiro octante do plano 2x + 3y + 
4z = 12. 


6 ff @z + 2y) as; 
, | 


Sé a parte do gráfico de y = xº entre os planos y =0, 
y=8,2=2ez=0. 


7 S -y + z) dS; 
S 


Sé a parte do gráfico de 4x + y = 8 delimitada pelos 
planos coordenados e pelo plano z = 6. 


8 S (e y? + 22) dS; 
S 


S é a parte no primeiro octante do gráfico de x? + 
y? = 4 delimitada pelos planos coordenados e pelo 
planox +z=2. E E 


© 9 Interprete f f g(x, y, z) dS geometricamente se f é 
A , 


a função constante g(x, y, 2) =c, comc > 0e S 


sendo uma projeção regular no plano-xy. 
10 Mostre que uma integral dupla f If F(x, y) dA éum 
R 


` caso especial de uma integral de superfície. 


Exercs. 11-14: Ache f f F- ndS se n é uma normal 


unitária superior de S. 
11 F=xi+ yj +6 j 

S é o hemisfério superior de x? +y2 + 2= q? 
12 F=xi-yj; 


S é a parte no primeiro octante da esfera x? + y+ 
2 
=q". 


13 F= 2i + 5j + 3k; 


Séa parte do cone z = (é + ye interior. áo 
cilindro x? + y=1. 


14 F = xi + yj + zk; 


S é a parte do plano 3x + 2y +z = 12 interceptada 
pelos planos x= 0, y =0,x=1 ey=2. 


Exercs. 15-16: Ache o fluxo de F através de S. 
15 Fx, y, 2) =xi+ yj + zk; 


S é a parte no primeiro octante do plano 2x + 3y + 
z=6. 


16 F(x, y, 2) =(%+2)i+y% + (+ y? + 2) 


S é a parte no primeiro octante do parabolóide z = 
Ey interceptada pelo plano z = 4. - 


Exercs. 17-18: Ache o fluxo de F sobre a superfície 
fechada S. (Use a normal exterior a S.) os 


17 Eo y, 2) = (œ + y)i + zj + xzk; 
S é a superfície do cubo de vértices (+ 1, + 1, + 1). 
18 Fx y, 2) =xi- yj + zk; 
Sé a superfície do sólido delimitado pelos gráficos 
dez=x +y ez=4 
19 Se S é dada por x = k(y, z) e F = Mi + Nj + Pk, 
mostre que / l 
SFE nas 
s 


É Simao, 2) — Pk (y, z)] dy dz. 


e 


20 Pela lei de Coulomb, se uma Carga pontual está 
situada na origem, entáo a forca exercida sobre 


uma carga unitária em (x, y, z) é dada por F(x, y, 
2)= (callleifPr, com nr = xi + yj + zk. 
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Utilizando limites de somas, mostre que essas são 
definições naturais. O centro de massa (x, y, ZÉ 


E o ] definido como” 
Se S é uma esfera com centro na origem, mostre 


que o fluxo de F através de Sé 4xcg. =- xm = Mp ym =M,, zm =M 


21 Se uma chapa delgada de metal T tem a forma de 

uma superfície S e densidade de massa por área 

S(x, y, z), então os momentos de T em relação aos 
planos coordenados se definem como 


M,, = Jf at y, z) ds. 
e | 


onde m é a massa de T. Suponha que um funil de 
metal tenha a forma da superfície S do Exemplo 1 
(ver Figura 18.39). Se a unidade de comprimento 
é o centímetro e a densidade de massa por área no 
ponto (x, y, Z) é Z gm/em?, ache: 


(a) a massa e o centro de massa do funil 


(b) o momento de inércia do funil em relação ao 
eixo-z. 


M, = Sf yôlx, y, z) dS 
Sao ; 


22 Ref. Exercício 21. Uma lâmina delgada de metal de 
densidade constante k tem a forma do hemisfério 


M, = ii xó(x, y, z) dS 
: S i 
z = VE — x — y”. Ache seu centro de massa. 


18.6 O TEOREMA DA DIVERGÊNCIA | 


Um dos mais importantes teoremas do cálculo vetorial é o 
teorema da divergência, também chamado teorema de Gauss, 
em homenagem a Carl Friedrich Gauss (1777-1855), que muitos 
consideram o maior matemático de todos os tempos. Este teo- 
rema estabelece o fluxo de um campo vetorial sobre uma super- 
fície fechada S que é fronteira de uma região Q em três 
dimensões. Por exemplo, S pode ser uma esfera, um elipsóide, 
um cubo ou um tetraedro. Pode-se demonstrar o teorema da 
divergência para regiões assaz complicadas; todavia, tal de- 
monstração nos levaria aos domínios do cálculo avançado. 
Assim, em toda esta seção, admitiremos que Q seja uma região 
sobre a qual as integrais triplas podem ser calculadas; pelos 


AZ métodos estabelecidos no Capítulo 17. Admitiremos também 
que as integrais de superfície possam ser calculadas sobre S. 
Y | 4 a Nesta seção, m denotará uma normal unitária exterior a S, 


conforme ilustrado por alguns vetores típicos na Figura 18.49. 


Sob as restrições já feitas a Q e a S, o teorema da diver- 
gência pode ser enunciado como a seguir: 


x 
Figura 18.49 


- Teorema da divergência 
(18.26) 


Figura 18.50 
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DEMONSTRACÁO 


Se F(x, y, z) =M (x, Y, z)i +N (x,y, z)j +P (x, y, z)k, simpli- 
fiquemos a notação escrevendo F = Mi+Nj+Pk. Aplicando 
propriedades do produto escalar e à definição de F, podemos 
escrever a conclusão do teorema como 


l ; p(IM_ IN GP 
De laa 


Para provar esta igualdade, basta mostrar que 


Se oa 


Como as provas de todas as trés fórmulas sáo semelhantes, 
consideraremos apenas a terceira, Além disso, a prova ficará 
restrita ao caso, ilustrado na Figura 18.50, em que Sé a superfície 
de uma região O entre os gráficos dez =v (x, y)ez=u (x, y) e 
acima de uma regiáo conveniente R do plano-xy. Denotaremos 
por $, a superfície superior, por $, a superfície inferior e por 
S, a superfície lateral. A figura exibe algumas normais unitárias 
exteriores típicas. 


Sobre S., o componente k de n é 0 e, então, k-n=0. 
Assim, a integral do fluxo sobre S, € 0, e podemos escrever 


Jf Pk: nas- ffPk-nas + ffPk onas 
j E S, anão 
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Tal como na Seção 18.5, para achar uma normal unitária (supe- 
rior) a S,, fazemos 


gi (x, y, 2) =2—u (x;y) 
“e calculamos 


o Vand ue AER YA +k 
T IVg y, l v NP + lu fx, yf + 1 


Logok - n = 1/V[u(, NY + [us y) + 1. Aplicando o 
Teorema (18.23)(i) com R = R, eu (x,y) =f (x, y), os radicais 
cancelam-se, obtendo-se 


J| Pk- n ds = ff PG y, 15, y) dá 
5 R 


Em S, fazemos 
8, (x, y, Z) =Z—V (x, y) 


e utilizamos a normal unitária inferior m dada por 


Vea, y: z) v, y)i + v,(x, y) -k 
a=- vg O Vs DF + Io, DP 1 


Novamente aplicando (18.23)(i) obtemos a integral do fluxo 
sobre Sp, 


ff Px f n ds E - ff PG y, v(x, y)) dA 
E E 


Sy 


Somando as integrais do fluxo sobre S,e S,, obtemos 


[f Pkn as = [JIP Gs y, us, y) =P (y, v05 y) dA 
S R: 
næ) aP P 
MS, dg de | a dV 


como queríamos provar. Nossa demonstração pode estender-se 

a uma união finita de regiões do tipo considerado. As provas das 

fórmulas para J f Minds e ff Nj:nds são análogas, desde 
s s 


que Q e S sejam convenientemente restringidas. . 
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Figura 18.51 


Figura 18.52 


EXEMPLO 1 


Seja Q a região delimitada pelo cilindro circular x? + y =4e 
pelos planos z = 0 e z = 3. Denotemos por $ a superfície de Q. 
Se F (x, y, z) =x% i +y3j +23 k, use o teorema da divergência 


para calcular f I} F- nas, | 


SOLUCÁO 


A Figura 18.51 ilustra a superfície S e algumas posições típicas 
de m. Como 


V: F = 3x? + 3y? +32? = 3 (x? + y? 4 2?) 


temos, pelo teorema da divergência (18.26), 
SfE- nas -3 fff a tyz av 
S Q 


Calculando a integral tripla por coordenadas cilíndricas, temos 


f Rondas 3 raras 


S 


21 -2 3 21 2 
=3/ $, [12+32], rardo=3/7 f: Gr2+9)rdrdo 


SaN a 21? ce | an 

=3f [artar J, 8 =35, 30 d9 =90 [6 |, =180n 
DEE ai DS O 
EXEMPLO 2 


Seja Q a região delimitada pelo cilindro z = 4 — x?, pelo plano 


y +z=5 e pelos planos xy e xz. Seja S a superfície de O. Se - 


E(x, y, z) = (x? +sen z)i + (xy + cosz)j +e%+Y k, calcule 


Jfr-nas. 


SOLUÇÃO 


A Figura 18.52 ilustra a região O, com vários vetores normais 
unitários exteriores. Seria extremamente difícil calcular direta- 
mente a integral de superfície, todavia, utilizando o teorema da 
divergência, podemos obter o valor a partir da integral tripla 


CN JU (3x2 + x?) dV = Me dV 
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Referindo-nos à Figura 18.52 e aplicando (17.20), vemos que 
esta integral é igual a 


fio seo dz dx Ta 4x%(5 — z) dz dx 


2 $ 4-xº 
-f [2002202], de 


5 
f (68% Hart — 2x6) dx 
2 


4608 _ 
e 131,7 


A 


Com auxílio do teorema da divergéncia, podemos obter 
uma interpretação da divergência de um campo vetorial. Come- 
cemos recordando o teorema do valor médio para integrais 
definidas, segundo o qual, se uma função f de uma variável é 
contínua em um intervalo fechado [a, b], então existe um núme- 
ro cem (a, b) tal que E 


b 
f FE) de = FOL 
ondeL =b-aé o comprimento de [a, b]. Demonstram-se resul- 
tados análogos para integrais duplas e triplas. Assim, se uma função 


f de trés variáveis é contínua em toda uma região esférica Q, então 
existe um ponto A (x, y, Z,) no interior de O tal que 


Ay 2) av =» 2la Y 
' Q 
onde vé o volume de Q elf(x,», z)], =f (x, y, 71). Chame- 


mos a este resultado o teorema do valor médio para integrais 
triplas. Segue-se que, se Fé uma função vetorial contínua, então 


SV EV = IV FLV 
0 
ou, equivalentemente, 
E , 1 
[v Fl, = y V- Fav 
y x e Q 
: Aplicando o teorema da divergência, temos 


(VEL, = SSE nas 
S 
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F $ 


Figura 18.53 


Divergência como um limite | 


(18.27) 


18 _— 


onde S é a superfície de Q. A quantidade à direita pode ser 
encarada como o fluxo de F por unidade de volume sobre a 
esfera. 


Seja, em seguida, P um ponto arbitrário e suponhamos F 
contínua em toda uma Tegião contendo P em seu interior. Seja 
S, a superfície de uma esfera de raio k com centro em P. Pela 


discussáo prévia, para cada k existe um ponto P, interior a S a tal 
que 


onde V, é o volume da esfera (ver Figura 18.53). 


Fazendo k — 0, então Ro>Pe [V:F], > [V - Fl, 
e l A 


= [div F], o que nos dá 


Assim, a divergência de F emP éo valor-limite do fluxo por 
unidade de volume sobre uma esfera de centro P, quando o raio 
da esfera tende para 0. Em particular, se F representa a veloci- 
dade de um fluido, entáo [div F], pode ser interpretada como a 
taxa de perda ou ganho de fluido por unidade de volume em P, 
por unidade de tempo. Se ô = Ó(x, y, Z) é a densidade em 
(x, y, z), entáo [div ôF], é a variação de massa por unidade de 
volume por unidade de tempo. Segue-se, das observações no 
final da Seção 18.5, que há uma fonte ou um poço em P se 
[div F],>0 ou [div Fl, <0, respectivamente. Se o fluido é 


incompressível e náo existe nenhuma fonte ou nenhum poco, 
entáo náo pode haver nem ganho nem perda dentro do elemento 
de volume V, e, assim, div F = 0 em todo ponto de P. A 
forma-limite da divergéncia (18.27) pode aplicar-se também a 
conceitos físicos tais como fluxo elétrico ou magnético, pois 
esses apresentam muitas características análo gas ás dos fluidos. 


EXEMPLO 3 


Suponhamos que uma superfície fechada S constitua a fronteira 


„de uma região Q e que a origem O seja um ponto interior de Q. 


Se um campo quadrado inverso é dado por F = (g/r) r, onde 
géumaconstante,r=xi+yj+z k, er = [Ir], prove que o fluxo 
de F sobre S é 41q independentemente da forma de Q. 


xX 


Figura 18.54 
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SOLUÇÃO 

Como F não é contínua em O, o teorema da divergência não 
pode ser aplicado diretamente; todavia, podemos proceder como 
a seguir. Seja S, uma esfera de raio a e centro O inteiramente 
contida em S (ver Figura 18.54) e denotemos por Q; a região 
exterior a S, e interior a S. Como F é contínua em toda Q,, 
podemos aplicar o teorema da divergência, obtendo 


ff V- FAV =ffE- nas + ffE nas 
Q, Ss ss 


Pode-se mostrar que, se F é um campo quadrado inverso, 


` então V - F = 0 (ver Exercício 21 da Seção 18.1) e, portanto, 


| fF-nas=-Jjrends 
S So 


Como a normalunitárian em S é uma normal exterior, ela aponta 
para fora da região Q que tem S, como parte de sua fronteira. 


Logo, em S,, o unitário n da normal aponta para a origem. 
Assim, n = (-1/r) rcomr= a, e 


geas -plaj (e 


Siea - as 
S S 


q 4 
a dS = 3 (Ana?) = 4nq 


e meme 


O Exemplo 3 tem aplicação importante na teoria da eletri- 
cidade. Pela lei de Coulomb, se uma carga pontual de q cou- 
lombs está situada na origem, então a força exercida sobre uma 
carga unitária em(x, y, z) é F (x,y,z) = (cq/ lirl]? ) r, onde 
r=xi+yj+zk e c é uma constante. Segue-se que O fluxo 
elétrico de F sobre qualquer superfície fechada contendo a 
origem é 4ncq. Assim, o fluxo elétrico é independente do 
tamanho ou da forma de S, e depende somente de q. Não é difícil 
estender este resultado ao caso de mais de uma carga pontual 
interior a S. Este resultado, conhecido como lei de Gauss, tem ` 
consegiiências de amplo alcance no estudo dos campos elétricos. 
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EXERCÍCIOS 18.6 
Exercs, 1-4: Aplique o teorema da divergéncia (18.26) 
para achar ff F-nds. 
gnap esaj Ote 
1 F=ysenxi+ yg + (x+ 3z)k; 


>S é a superfície da região delimitada pelos planos 
x=xl.y==1lz=xw!1l. 


2 F=Pci-mjtx arctg yk; 


S é a superfície da região delimitada pelos planos 
coordenados e o plano x +y +z=1. 


3 F= (2 + senyzi+(p-xe 3j +2k; 


S é a superfície da região delimitada pelo cilindro 
*+y=4eosplanosx+z=2ez=0, 


4 F=2xyi+zcosh xj + (2 + y arc sen x)k; 


Séa superfície da regiáo delimitada pelo parabo- 


lóidez =x + y e 0 planoz = 1. 


Exercs. 5-10: Aplique o teorema da divergência 
(18.26) para achar o fluxo de F através de S. 


5 Fẹ, y,z)=yzi+xzj + k; 
S é o gráfico dex2 +y” 428 1. 
6 Fæ y, 2) = (+ zi O yj + (42 - 2yz)k; 


S é a superfície da região delimitada pelo cone 
x = Vy“ + z” e pelo plano x = 9. 


7 Fẹ y, 2) = 3xi + xzj + 2k; 


S é a superfície da região delimitada pelo parabo- 
lóidez=4-x?-y?e 0 plano-xy. 


8 F(x, y, z) =9%+y2 + zek: 


S é a superfície da região entre os cilindros 124 y? 
=4e17+)?=9 e entre os planos ¿=- 1 ez=2. 


9 Fẹ, y, z) = 2xzi + xyzj + yzk; 


 Séa superfície da região delimitada pelos planos 


coordenados eos Planos x+2z=4e fez 
10 Fẹ, y, z) = xi + y + z'k; 


S é a superfície da regiáo interior ao cone 
2 = Vx" + y “edesterax?+ y?422=25. 


a 


Exercs. 11-14: Verifique o teorema da divergéncia 
calculando a integral de superfície e a integral tripla. 


11 F=xi+ yj+zk: 
S é a esfera x? + y? + 2=g2 ; 
12 F=x% + y?) +2k; 


S é a superfície do cubo delimitado pelos planos 
coordenados e pelos planos x = 24,y=a,z=a,com 
a> 0. 


13 F= (x+ 2i + (y +2) + (œ + y)k; 


S é a superfície da região Q = [(x, y, 20sy+7<1, 
0O<x=<2). 


14 F = [lr]?r parar = xi + yj + zk; 
S é esfera 2 + yy? + Z = a? 
15 Se fi f F - n dS = 0 para toda superfície fechada do 
S 


tipo considerado no teorema da divergência, prove 
que div F = 0. 


16 Use o teorema da divergência para provar que se 
uma função escalar f tem derivadas parciais se- 
gundas contínuas, então 


SIS Vr av = ff D,5 as 
Q Ss 
onde D,, fé a derivada direcional de fna direção 


de uma normal unitária n exterior a $, 


Exercs. 17-18: Admita que $ e Q satisfaçam as con- 
dições do teorema da divergência e que fe g sejam 
funções escalares com derivadas parciais contínuas. 
Prove: 


17 fff EVs + VF: Vg) av = [f (1 vg) -n as 
Q S 


(Sugestão: Seja F = f Vg em (18.26).) 


18 S| EV’ -8VF) dV = ff OVg-8Yf) n as 
Q S 


(Sugestão: Use a identidade do Exercício 17 jun- 
tamente com a obtida permutando fe 8.) 


Exercs. 19-22: Admita que S e Q verifiquem as 
condições do teorema da divergência. 


19 Se F é um campo vetorial conservativo com fun- 
ção potencial fe se div F = 0, prove que 


fifr-Fav=fffr-nas 


20 Ser=xi+yj+zke V é o volume de Q, prove que 
i À 
Va affe -n ds. 


21 Se F tem derivadas parciais segundas contínuas, 
prove que frot F-ndS=0. 
S 


22 Se a é um vetor constante, prove que Í f à'ndS=0. 
a Ss E E 


Exercs. 23-24: Define-se uma integral de superfície . 


(ou tripla) de uma função vetorial como a soma das 
integrais de superfície (ou triplas) de cada componen- 


te da função. Com isto, e admitindo que S e Q verifi-. 
quem as condicóes do teorema da divergência, .. 


estabeleça o resultado. 
23 [fE xn as =- fff Vx F av 
ça 0 


(Sugestáo: Aplique o teorema da divergência e o 
Exercício 26 da Seção 18-1 a e x F, onde c é um 
vetor constante arbitrário.) 
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24 ff fu as = Sff vr av 


(Sugestão: Aplique o teorema da divergência a fe, 
onde c é um vetor constante arbitrário.) 


25 Se F é ortogonal a S em cada ponto (x, y, z) prove 
que fff rot FdV=0. 
Q 


26 Se r é o vetor posição de (x, y, 2) e r = |Jrll, prove 


que ff r dV = da ds. 


27 Um tanque cilíndrico vazio de 2 dm de diámetro e 
10 dm de comprimento está imerso em um líquido 
cuja densidade é de 62,5 kg/dm’. A força de flutua- 


bilidade no tanque é dada por -ff pn dS, onde n é 
Ss 


a normal unitária exterior à superfície $ do tanque e 
péa pressão exercida pela água em S. Use a fórmula 


dj pa ds Un dv 


(ver Exercício 24) para calcular a forca de flutua- 

bilidade. (Sugestão: Se a superfície da água coin- 

cide com o plano-xy, então p = — 62,5z onde z é a 
- profundidade do líquido.) 


e RA 


Em (18.21), enunciamos a seguinte forma vetorial do 
teorema de Green: 


PLF- T ds = ff (rot F) - k dA 
R 


onde a curva plana C é a fronteira de R. Este resultado pode ser 
estendido a uma curva fechada simples parcialmente suave C 
em três dimensões que seja a fronteira de uma superfície S. A 
Figura 18.55 ilustra o caso em que S é o gráfico de z = f (x, y), 
f tem derivadas parciais primeiras contínuas e a projeção C, de 


C sobre o plano-xy é uma curva que delimita uma regiáo R do 
tipo considerado no teorema de Green.-Na figura, n é uma 
normal unitária superior de S. Tomamos a direção positiva ao 
longo de C como a direção que corresponde à direção positiva 
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Teorema de Stokes (18.28) 


Figura 18,55 | 


EE sã 


ao longo de C,. O vetor T é um vetor unitário tangente a C que 
aponta na direção positiva. Se F é um campo vetorial cujos 
componentes têm derivadas parciais contínuas em uma região 
contendo S, então temos o teorema de Stokes, assim, denomi- 
nado em homenagem ao matemático e físico inglés George G. 
Stokes (1819-1903). : 


Pode-se enunciar o teorema de Stokes como segue: A 
integral curvilínea do componente tangencial de F tomada uma 
vez ao longo de C na direção positiva é igual à integral de 
superfície do componente normal de rot F sobre S. Se F é um 
campo de forças, o teorema afirma que o trabalho realizado por 
F ao longo de C é igual ao fluxo de rot F sobre S. Pode-se 
também escrever a integral curvilínea em (18.28) como 
Pe F- dr, onde r é o vetor posição do ponto (x, y, z) em C. Para 
abordar situações mais gerais do que a exibida na Figura 18.55, 
devemos considerar uma superfície orientada S e definir uma 
direção positiva ao longo de C de uma forma conveniente. (Em 
textos mais avançados podemos encontrar a demonstração do 
teorema de Stokes.) 


EXEMPLO 1 


Seja S a parte do parabolóide z = 9 — y? -y° comz = 0e seja C 
O traço de S no plano-xy. Verifique o teorema de Stokes (18.28) 
para o campo vetorial F = 3z i + 4x j + 2yk. 


SOLUÇÃO 


Devemos mostrar que as duas integrais no Teorema (18.28) têm 
o mesmo valor. 


A superfície é a mesma que a considerada no Exemplo 5 
da Seção 18.5 (ver Figura 18.48), onde obtivemos 


_ 2xi + 2yj +k 
VA + 4y 1 
Por (18.6), 
i j k 
ð ð ð š . 
rot F = de dy x = 2i + 3j + 4k 
3z 4x 2y 


Conseqüentemente, 
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4x + 6y + 4 
tE- = 
es n dS I BS = 48 
Aplicando (18.23)(1) para calcular esta integral de superfície, temos : 


ff (rot F) + n as = ff (4x + 6y + 4) da 
S R 


onde R é a região do plano-xy delimitada pelo círculo de raio 3 e 
centro na origem. Passando para coordenadas polares, obtemos 


ff (rot F) «nas = f $ (4r cos 8 + 6r sen 0 + 4)r dr de 
h o do 
2x 3 
=f | [(4 cos 6 + 6 sen 6)? + 4r] dr do 
00 
2x 
=f | (cos 0 + 6 sen 0) 4 r° +272 de 
0 0 
2x 
=f (36 cos 6 + 54 sen 0 + 18) de 
0 


= [ 36 sen 0—54 cos 6 + 1807, = 361 


A integral curvilínea do teorema de Stokes (18.28) pode 
ser escrita 


$e F- Tds =$; F dr =c 3z dx + 4x dy + 2y dz 


onde C é o círculo x? + y? = 9 no plano-xy. Como z = 0 em C, 
esta integral curvilínea se reduz a 


Po E: d =$. 4x dy =4 Êe x dy 


Pelo teorema (18.20), $. x dy é a área da região (um 


círculo de raio 3) delimitada por C e, assim, . 
“PF -ar=4(0m)=367, 
que é mesmo que o valor da integral de superfície. 
Por meio do teorema de Stokes podemos obter uma inter- 


pretação física do rot F. Se P é um ponto arbitrário, seja S, um 
CNC S% —— ] disco circular de raio k e cento em P e denotemos por C, a 


fronteira de S, (ver Figura 18.56). Aplicando o teorema de 


Stokes e um teorema do valor médio para integrais aa 


Figura 18.56 somos conduzidos a 
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c F-Tds = ff (rot E) ndS =[ rot F) an (mk?), 
S 


k 


onde P, é um ponto interior de S ¿esk É a área de S y Assim, 


(rot F) - n], A c F - T ds 


ko nk? 


Fazendo k — 0, então P, > Pe, assim, obtemos o seguinte: 


(Rot F) - n como um limite 
i (18.29) 


Se F é um campo de velocidade de um fluido, a integral 
curvilínea Pc F - T ds é a circulação em torno de C. Mede a 


tendência média do fluido de se mover, ou circular, ao longo da 
curva. Vê-se de (18.29) que [(rot F) - n], nos dá informação 
sobre o movimento do fluido ao longo da circunferência de um 
disco circular que é perpendicular a n, quando o disco tende a 

“Teduzir-se a um ponto. Como [(rot F )- n], toma seu valor 
máximo quando n é paralelo a rot F, a direção de rot F em P é 
a direção para a qual a circulação ao longo da fronteira de um 
disco perpendicular a rot F toma seu valor máximo, quando o 
disco tende a reduzir-se a um ponto. 


Para visualizar estas idéias, consideremos uma roda de pás 
miniatura (ou imaginária), ou medidor de rotacional, do tipo 
exibido na Figura 18.57. Um campo de velocidade que atue 
sobre as pás pode fazer com que a roda gire em seu eixo. Se n 
é um vetor unitário dirigido segundo o eixo, o conjunto girará 
mais rapidamente quando n for paralela a rot F. 


Eixo O escalar (rot F) - n é chamado às vezes de rotação de F 
RES em torno de n, e se denota por rot F, pois mede a tendência do 
campo vetorial de girar, ou rotar, em torno de P. Se rot F > 0 
em toda uma regiáo contendo o medidor de rotacional da Figura 
18.57, as pás giram em sentido anti-horário (sentido determina- 
do pela regra do polegar, com este dirigido segundo n). Se 
rot F < 0, as pás giram em sentido horário. Se rot F = 0, a 
circulação ao longo de toda curva fechada C é 0 e as pás não 
giram. Por esta razão, definimos como campo vetorial irrota- 
cional F o campo para o qual rot F=0. 


pa í “Pás 


Figura 18.57 Medidor de fluxo. 


Figura 18.58 
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EXEMPLO 2 


SeF(x,y)=ai +b j+cke a, b, c são constantes, discuta as 
propriedades rotacionais do campo F. 


SOLUÇÃO 


Todo vetor do campo F tem o mesmo módulo e a mesma 
direção, conforme ilustrado na Figura 18.58, onde a, b e c são 
positivos. Inserindo um medidor de rotacional em um ponto 
arbitrário deste campo vetorial, as pás não giram. Note que 


i jJ k 
0 ð ð 

rtF=VxF ay aê = 
la b c 


Logo, F é irrotacional. 


eee 


EXEMPLO 3 


Seja F (x, y, z) = 3(y?+ 1)*i + 0j + 0k com ly] <4. 


(a) Descreva o campo vetorial F e discuta a circulacáo de F ao 
longo de vários círculos C, do plano-xy. 


(b) Onde (rot E) - n toma seu valor máximo? 
SOLUÇÃO 


(a) Restringindo nossa atenção ao plano-xy, os vetores de F 
formam o padrão da Figura 18.59. (Verifique.) O mesmo padrão 
se repete em qualquer plano paralelo ao plano-xy. 


Consideremos F como o campo de velocidade de um 
fluido que corre em um canal. Note que a velocidade do fluido 
é máxima ao longo do eixo-x e diminui à medida que o ponto 
(x,y) se aproxima de uma das retas y + 4. Considerando o 
círculo C,, então evidentemente Po, F - T ds > 0, pois, quando 
Cé percorrido na direção positiva, o componente tangencial 
F : T é grande e positivo na metade inferior de C, e negativo 


(mas próximo de 0) na metade superior. Introduzindo um medi- 
dor de rotacional no centro de C}, com seu eixo perpendicular 


ao plano-xy, as pás girariam no sentido anti-horário. 
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C, 


Figura 18.59 


Novamente considerando valores de F- T, vemos que 

Po, F-Tds<0e Po F: T ds = 0. Um medidor de rotacional 

_ Para C, giraria em sentido horário, e um medidor para C, náo 
giraria. 


(b) Aplicando (18.6), obtemos 


AS 
rot F 07 + 17 k 
Como o unitário da normal n é k, 
| Beo a. gu REA 6y 
E (rot E) n = (rot F) a 


Note que (rot F) - n é positivo para pontos acima do eixo-x, nega- 
tivo para pontos abaixo do eixo-x e O para pontos do eixo-x. 
Diferenciando em relação a y, temos 


6(1 — 3y?) 
D, [(rot Ej n] = (2 + 12 
e, então, os números críticos para (rot F): n são y =*1/V3 


= + 0,577. l 


Pelo teste da derivada primeira, vemos que esses números 
conduzem a valores máximos. Assim, Os valores máximos de 
(rot F) - n ocorrem em qualquer ponto de uma das retas horizon- 
tais y = 21/43, 


Ra a A a | 


AZ 


x 
Figura 18.60 
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Para demonstrar outra ligação entre rot F e os aspectos 
rotacionais do movimento, consideremos um fluido girando 
uniformemente em torno do eixo-z, como se fosse um corpo 
rígido. Se nos concentrarmos em uma única partícula do fluido . 
no ponto P (x, y, z) e se x, y e z são funções do tempo t, então 
temos uma situação análoga à ilustrada na Figura 18.60, onde 
r(t)=xi +yj +zk é o vetor posição de P, e w= œi + 0,) 
+, k é a velocidade angular (constante). Referindo-nos à Figura 


18.60, vemos que d0/dt = ||w|. Denotando o vetor velocidade 
r*(t) de P por F, então, como no Exemplo 4 da Seção 15.3, 


F=oxr=(0,2—-m,y)i+(wx —-0,2)j +(0,y —- 0,x)k 


Por (18.6), 
i j k 
p ð 2 o 
AA ox ðy dz 


0,7 — MD) Ox- MZ y — 07% 
Como w é um vetor constante, pode-se verificar que 
rot F =20,1 + 20,) +20,k =20 


Isto mostra que o módulo de rot F é duas vezes a velocidade 
angular, e a direção de rot F é segundo o eixo de rotação. 


Podemos aplicar o que precede ao campo de velocidade F 
do vento no interior do núcleo de um tornado. (Costumamos 
chamar F a velocidade tangencial do vento). O estudo da 
circulação ao longo de uma curva C no interior do núcleo é 
importante na análise de um tornado. No próximo exemplo, 
calcularemos a circulação quando C é um círculo. 


EXEMPLO 4 


O núcleo de um tornado gira como se fosse um corpo rígido, da 
maneira ilustrada na Figura 18.60, onde a velocidade angular do 
vento œ = d8/dt é constante. Se C é um círculo de raio a em uma 
secção transversa do núcleo, conforme exibido na figura, O 
módulo da velocidade tangencial do vento v é ||v|| = wa. 


Ache a circulação de v ao longo de C 
(a) utilizando o teorema de Stokes, 


(b) calculando f- y: Tds 
ae 
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SOLUÇÃO 
(a) Aplicando o teorema de Stokes, vemos que a circulação é 
l J, v ' Tds = I (rot v) E d5. 
onde 5 é o disco delimitado por Cen = k. Pelo que precede este 
< exemplo, Ear 
“rotv=20=2wk 
LOBo | 


Jos T ds= ff Cok): kas 
i 5 


Sauf as 


= Zura? 


“Isto mostra que quando o raio a de C aumenta, a tendência 
do vento de se mover ao longo de C também aumenta. 


(b) Como T é um vetor unitário tangente a C com a mesma 
- direção de v, ; : 


| O T= 
“(ver Teorema (14.19)). Logo 


E J. v: Tds “f llv]| ds = waf ds 


l 0 =wa(2na) = 2ra 
EXEMPLO 5 


Em pontos exteriores ao núcleo, um tornado não gira como se 
fosse um corpo rígido. Seja r, O raio do núcleo e Seja w a 
velocidade angular (constante) do vento dentro do núcleo, como 
no Exemplo 4. Se C é uma secção transversa circular de raio 
-F> r,, conforme ilustrado na Figura 18.60, então o módulo da 
velocidade tangencial do vento v em C é (aproximadamente) 


[il = 077 


(a) Mostre que a circulação ao longo de C é a mesma para todo 
r>r. 
0 


(b) Mostre que rot v = 0 fora do núcleo. 
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- SOLUÇÃO 


(a) A circulação ao longo de qualquer círculo C de raio r > r} é 


Joy Tas =$. vil ds 


Figura 18.61 


2 
Or, 
0 
=—f ds 
r yc 


2 
= gr 210 
> 


(b) A Figura 18.61 exibe a vista de uma secção transversa do 
tornado. Ali, r=xi +yj é o vetor posição de um ponto 
P (x, y) em C e |]r]| = 7. No Exemplo 1 da Seção 18.1, provamos 
que F (x, y) =-yi +xj é ortogonal a r em todo ponto (x,y), 
conforme ilustrado na figura. Logo, um vetor unitário u na 
direção de F é. 


1 : E 
ed 
Como o módulo de v é wr?/r e r = x] + y? 


or? orf 
Sae u= (yi + xj) 
: r x + y? 


Aplicando a Definição (18.6), obtemos 


rotv=Vxv=0. 


RS EEE ed 


Em nosso estudo de integrais curvilíneas independentes do 
- caminho, introduzimos a noção de região simplesmente conexa. 
Este conceito pode ser estendido a três dimensões, entretanto, a 
definição usual exige propriedades de curvas e superfícies estu- 
dadas somente em cursos mais avançados. Para nosso objetivo, 
uma região D em três dimensões será simplesmente conexa se 
“toda curva fechada simples C em D for a fronteira de uma 
superfície S em D que verifique as condições do teorema de 
Stokes. Em regiões deste tipo, qualquer curva fechada pode ser 
continuamente deformada até reduzir-se a um ponto em D, sem 
- cruzar a fronteira de D. Por exemplo, a regiáo interior de uma 
esfera ou de um paralelepípedo é simplesmente conexa. Já a 
regiáo interior de um toro (uma superfície em forma de cámara 
de ar) náo é simplesmente conexa. Com esta restrigáo, podemos 
estabelecer o seguinte resultado. 
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Teorema (18.30) 


Teorema (18.31) 


DEMONSTRAÇÃO 


Se rot F = 0, então, pelo teorema de Stokes (18.28), 


PeF > de = ff (rot F) -n aS =0 
S 


Reciprocamente, suponhamos Pc F - dr = 0 para toda curva fecha- 


da simples C. Se, em algum ponto P, rot F = 0, então, por continui- 
dade, existe uma subregião de D contendo P tal que rot F = 0 em 
toda ela. Se, nesta sub-região, escolhemos um disco circular do tipo 
ilustrado na Figura 18.56 com n paralelo a rot F, então 


c F > dr = ff (rot F) -n dS > 0 
S 


k 


uma contradição. Conseqüentemente, rot F = 0 em toda a região D. 


Se F é contínua em uma região conveniente, então a 
condição Pe F - dr = 0 para toda curva fechada simples é equi- 


valente à independência do caminho. Além disso, como no 
Teorema (18.13), a independência do caminho é equivalente a 
F = Vf para alguma função escalar f (isto é, F é conservativo). 
Combinando estes fatos com o Teorema (18.30), obtemos: 


EXEMPLO 6 


Prove que, se F(x, y, z) = (3x? + y?) i + 2xy j — 32? k, então F é 
conservativo. 
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SOLUÇÃO 


A função F tem derivadas parciais primeiras contínuas para todo 


(x, y, z). Como 


rot F = 


k 


i j 

Y. 208 
axo OP. OZ 
3x? + y? 2xy -3z 


(0 - Oi + (0 - Oj + Qy Enio 


F é conservativo, pelo Teorema (18.31)(iv). 


EXERCÍCIOS 18.7 

Exercs. 1-4: Verifique o teorema de Stokes (18.28) 

para F e S. 

1 F=yi+2+k 
S é a parte no primeiro octante do plano x +y =z= 1. 

2 F= Zyi— 3 + 3k; 
sé é a parte do parabolóide z z= de y interior 
ao cilindro x? + y?= 1. 

3 F=zi+xj + yk; 

S é o hemisfério z = (1º -x -y 

4 Fisk 
Séa parte doc conez= e + al E dois copiada pelo 
plano z=1.. 3 ; 5 

5 SeF=(32-senxi+(é 4 +0 )j+ Gi-cos z)k, use 
o teorema de Stokes para calcular E. dr, onde 
C é a curva dada por x = cos t, y =sent,z=1;0< 
tS 21. 

6 SeF = yzi +xyj +xzk e C é o quadrado de vértices 
(0, 0, 2), (1,0, 2), (1,1, 2) e (0, 1, 2), use o teorema 
de Stokes para calcular de F- dr. 

7 Se F = 2yi + e? — arctg xke Sé a parte do 
parabolóide z = 4 — x? — y? interceptado pelo 
plano-xy, use o teorema de Stokes para calcular 
Í rot F - n dS 
Ss 

8 SeF= 2 +y2j+20kes éa região delimitada 


pelo triângulo de vértices (1, 0, 0), (0, 2, 0) e 


(0, O, 3), use o teorema de Stokes para calcular 
rot F - n ds. 
S 


Exeres. 9-12: Esboce alguns campos vetoriais 
F(x, y, z) e discuta as propriedades rotacionais de F 
utilizando um medidor de rotacional e rot F. Onde 
(rot F): n atinge seu valor máximo? 


9 Fry 2)=(?-2y)i+0)+0k0<y<2. 
10 E(x, y, z) = 01 + sen xj + 0k0<x<1 


11 E(x, y, z) =-yi+ xj + Ok (ver Exemplo 1 da Se- 
cáo 18.1 e a discussáo que segue o Exemplo 3 da 
Seção 18.7). 


12 O campo quadrado i inverso da Definição (18. 2. 


13 Se F(x, y, z) = yi + (x+ Aj + (1 + yek, prove que 
F é irrotacional. 


14 Um campo vetorial F é um campo central de 
forças se F = f(r)r, onde r = xi + yj + zk, r = Ir), 
e f é uma função escalar. Se f é diferenciável, 
mostre que F é irrotacional. 


15 Seja n a normal unitária exterior em um ponto P 
da superfície de uma esfera S. Se F tem derivadas 
parciais primeiras contínuas em S e em seu inte- 
rior, prove que J/ s TOt F - n dS = 0 por meio (a) do 
teorema da divergência; (b) do teorema de Stokes. 


16 Se S e C verificam as condições do teorema de 
Stokes e se F é uma função vetorial constante, use 


(18.28) para provar que de F.Tds= 


634 Cálculo com Geometria Analítica Cap. 18 


Exercs. 17-19: Estabeleça a identidade, na hipótese 
de C e $ verificarem 


Stokes: E “E 


17 Dos Ve de=fJ (Vfx V8) - n dS, fe g funções 


escalares. 


18 $e axr-dr=2ą. Í f n dS, a vetor constante. 
S 


19 de fdr= If nxVfds, fuma função escalar. 
“os 


18.8 EXERCÍCIOS DE REVISÃO | 


Exercs, 1-4: Esboce al 
vetorial F. 


1 F(y)=2x + yj 

Fe, y, 2) =xi+ yj + k 

Fœ yz =-k 

Fey, 2) = VE 4 y24 2710 


guns vetores típicos do campo 


2 
3 
4 
5 Ache um campo vetorial conservativo em duas 
dimensões que tenha a função potencial 
Fœ y)=y tgx. 

Ache um campo vetorial conservativo em três 


dimensões que tenha a função potencial Fx, y, z) 
= In (x+y+2).. ; 


Exercs. 7-10: Calcule f y? dx +xy dy, onde C éa 
c 


curva de (1, 0)a (- 1, 4) exibida na figura. 


8 


7 


10 


y=2-2x 


as condições do teorema de 


20 Se M, N e P são funções de x, y e z dotadas de 
derivadas parciais primeiras contínuas em uma 


região simplesmente conexa, prove que 
le MG, y, 2) dx + NG, y, 2) dy + P(x, y, z) dz 


é independente do caminho se e somente se 


M ON ƏM op ƏN dp 
dar” dz ax’ dz O 


11 Calcule fo 


2 


Exercs. 12-14: Calcule: 


2 ds; C é o gráfico de y =x* de (-1, Da 


Í x dx + (x +y) dy + (x +y + z) dz 
c ; 


para a curva C dada de A (0,0,0)a B (2, 4, 8). 


12 C consiste em três segmentos de reta, o primeiro 
paralelo ao eixo-z, o segundo paralelo ao eixo-x e 


O terceiro paralelo ao eixo-y. j 


13 C consiste no segmento de A eB. 
14 C tema parametrização x = 1, y= z =P. 


15 Se F(x, y) = (x + yi+ (ey e C dada porx = cos 
Py = sent -r <t<0, calcule f; F- dr. - ; 


16 A força F em um Ponto (x, y, z) em três dimensões 
` é dada por F(x, y, z) = xyi + yd +x2k. SeCéo 
quadrado de vértices A (1, 1, 1), A(-1,1, D, A, 
CIDA, De AMI, —1, 1), ache o trabalho 
Tealizado por F quando seu ponto de aplicação 
Percorre-C.uma vez na direção dos índices cres- 
centes de A. i 


Exercs. 17- 
> dependente 
x 


18: Prove que a integral curvilínea é in- 
do caminho e ache seu valor. 


17 l pE d+ (2 + y) dy 


8 7 

l 

19 Se F(x, y, 2) =2xeVi + Pe? + y cot z)j — y? csc? 
zk, prove que ¿E -dr é independente do caminho 
e ache uma funcáo Potencial f para F. 


GL | , : i nia. 
i (8x? + 22) dx — 32 dy + (2xz — 3y) dz 


3 


» 


Exercs. 20-22: Use o teorema de Green para calcular 
a integral curvilínea. 


de xy dx + (x? + y?) dy 
se C é a curva dada. 


20 C é a curva fechada determinada por y = x? e y — 
x= 2 entre (-1, 1) e (2, 4). 


21 C é o triángulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (0, 1). 
22 C éo círculo X + y?-2x=0. 


23 Se F(x, y, z) = xi + xyz j + x2y?k, ache div F e 
rot F. 


24 Se f e g são funções escalares de três variáveis 
prove que V - @Vg) =f Vg + Vf- Vg. 


25 Calcule 1) xyz dS se S é a parte do plano z =x + 
S 


y acima da região triangular do plano xy de vérti- 
ces (0, 0, 0), (1, 0, 0) e (0, 2, 0). 


Cap. 18 Cálculo vetorial 635 


26 Calcule IH x? 22 dS se S é a metade superior do 
s 
cilindro y? + 2=4entex=0ex=1. 


27. Seja Q a região delimitada pelo ao + e 
1 e pelos planosz=0ez=1.SeF=xi+yj+ 
re use o teorema da divergência para achar 


-n dS, onde S é a superfície de Q e n é a 
normal unitária exterior a $. 


28 Verifique o teorema da divergência se F = Zi + 
yj — zk e S é a superfície do paralelepípedo retân- 
gulo delimitado pelos planos x = + 1,y=+2,7=+3. 


Exercs. 29-30: Verifique o teorema de Stokes para F 
es. 


29 F = yi + 2xj + 5yk; 
Sé o hemisfério z = (4-xº y?%2, 
30 F=(x+y)+ (y +2)j + (+ 2)k; 


S éa região delimitada pelo triângulo de vértices 
(1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, O, 1). 
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EXERCÍCIOS 15.5 


4t ; 6 a 6 
(42 +92? (42 + 992? (4P 4 992 


3 64? +2) astra 
(O : (4442412 
UÉ +Ê +1) 

A + 42 + 172 
to 24° o 24+8 


+ 140 1427 


— 65 sen £cos t f 
(16 sen? t + 81 cos? t + 1)!2º 


(81 sen? £ + 16 cos? 1 + 1.296)2 y 
(16 sen? t + 81 cos? t+ 1)42 ’? : 


(81 sen? t + 16 cos? t + 1.296)? 
(16 sen? t + 81 cos? t+ 132 ? 


36 18 
5º = 16 10; 75 


15.7 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


= 8,05 


| 
T 


3 2i + (8t—4P)j; 2i + (8- 122); / 
21) VIT=162 +48 | 
5 (a) p (+) +) RT es RR 


as 


9 3 +30 +4PKk, 66) + 122k, V34; 31 + 3j + 4k, 
6j + 12k, V34 


EN e 
1 2i + 7j -k 


13 E EL 


1 os = 015 19 A O a 1,009 


21? Sys 186 23 — 8 cos 2t sen di ig t 
(4 cos? 2t + sen ? 25) 
2Jcos 21 cos t + 2 sen 21 se: 
(4 cos? 2t + sen? 12 


; 


| 


CAPÍTULO 16 


EXERCÍCIOS 16.1 


1 Rº;- 29,6,-4 3 [Qu vr uz) 2,50 


5 Íx, y, BR + y? + 2<25 |; 4, 2V3 


15 17 


HH 
xX 
19 . 
Ay 
t pa 
xX 
21 yarcigx=a 
23 +4y -z7 =-1 
25 (a) Elipses (b) Nenhuma (c) Nenhuma 


27 (a) k > 8; nenhuma; k = 8; o ponto (0, 0, 8); 
Q <k<8; círculos. 


(b) Nenhuma 
29 (d) 31 (a) 33 (£) 


(c) Nenhuma 


35 


37 Nenhum; a origem; a esfera de centro (0, 0, 0) e 
raio 2. 
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39 Planos com intercepto-x k, intercepto-y a inter- 


cepto-z E 

p 3 

41 Nenhum; o eixo-z; o cilindro circular reto tendo o 
eixo-z como eixo e raio 2. 


43 (a) círculos com centro na origem. 


(b)x + y? = 100 a 
45 Cinco; esferas com centros na origem; a força F é 
constante se (x, y, z) se move ao longo de uma 


superfície de nível. 
47 (a) P =kAv’,k>0 


(b) Uma curva de nível típica (ver figura) mostra 
as combinações de áreas e velocidades de 
vento que resultam em uma potência fixa P = c. 


AA 


<y 


(c) Av? =36: 10% 


49 Exemplo: 5°11” e 175 lb são aproximadamente . 
180 cm e 80 kg. Pelo gráfico, temos uma área de 
aproximadamente 2,0 m?. Usando a fórmula, ob- 
temos S = 1,996 m’. 


EXERCÍCIOS 16.2 


Ro ai 5.0 70 9 


ja 


Exercs. 11-20: A resposta dá equações de possíveis 
trajetórias, e seus valores resultantes, para usar em 
(16.4). 


A 1 y 2 mb 
ed 


15 y =2x,375y=0,0 17 x=7=0,0;x=y=21 
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A A ESSAS Ro 


Cabre 


19 x = ab y = bt, z = cl, bc 
210 23 1 

27 {œ y): x= 0e ly] s 1) 
29 (09:22 d+ y) 


31 ((x, y, Z): x = 2, yz > 0) 


25 [(x, y): x + y > 1) 


EN 
pes E lt y: 2ay) 


| 35 
33 0 E | 


37 “reter ato [ora gem] 


39 +D; (x? y) + 2y 3) e” 4 AL 3) 

122-y-D -x+y 

43 lim f(x, y, z, w) =L significa que para todo 
(x, y, z, w) => (a, b, c, d) 


€> 0 ô > 0 tal que, se 


0<V& -a+ 0-b) +e- w-d <ò 


então | f (x, y, z, w)- L| < €. 
EXERCÍCIOS 16.3 
1 fy) =8 y -y f y) = 6y- ay 3 
3 Fr, s) = Pia Fi, s) = Era 
5 fœ@y =? +y cos x; f (x, y) = xe” + sen x 


v E 


7 Ft, DAS a 


2 
X X xX xX X 
Ax, y)=cos——-— sen =; f(x, y)=| 2] sent 
fy) al) : 


© 


Y 
LL f y, 2) = 6x2 + y”; f(x, y, 2) = 2x9 f y, 2) = 3 


13 fr(r, s, À = 2re” cos t; f(r,s, Ò = 2r7e? cos t; 
Fr, s, Ò =- re” sent 


15 £ y, 2) = E- ye" fx y, 2) == č ze; y 
L(x, y, 2) = xe re” 


v 
17 f¿(q, v, w) = Haz" 


A A . 
flay, w) Ida VIDE +" cos vw; 


LAG v, w) = v cos vw 


AS 2 
19 Wy = Wy = dy" — 12xy 


21 Way = Wy=— Ge? + 27 sen x 


23 W y =W y 


2xz Z 
= senh — 

y y 
25 18xy? + 16y%z 


27 P(sec ril(sec? rt + tg? rt) 


29 (1-2) cos xyz- 3xyz sen xyz . 


22 r 
3L w,,¿=W,,, = Wor = 36t — 6ste" 
2 A E 2 
33 Mostre que af = É a 7 = — of 
ox (e + y. dy 


2 
35 Mostre que a =- cos x senh y — sen x cosh y = 
x 


aa 
ay? 
2 2 
37 Mostre que A — cos (x ~y) — ar a Aa 
dx (+ y) oy 
39 Mostre que W=- ce ct SEN cx =w, 


2 
41 Mostre que a = d'[- k(sen akt)(sen kx)] = 
2 02y 
a ve 


43 Monite que e 2 ado eu dy 


45 Mostre que u, =€" cosy =v, eu, =—e'seny =p. 


47 Wa Woy Wea Wyo Wyp Wy Wa Way Waz 
49 Em deg/cm: (a) 200 (b) 400 
51 Em volts/in:  (a)-= o (b) > (c) 5 


53 de ~-— 36,58 (ug/m?)/m é a taxa à qual a concen- 
tração varia na direção horizontal (2, 5). 

9C TERS R 

“a 70,229 (ug/m”)/m é a taxa à qual a concen- 


dy 
tração varia na direção vertical em (2,5). 


. . a RR CS 
55 (a) 3,57; 4,81; 4,98; lim 0,8 + 0,2p 5 


p>%0 
p(p — 1) 
q + pl - qY 


(c) p(p — 1), à medida que o número de processa- 
dores aumenta, a taxa de variação do speedup 
também aumenta. 


oT A 
57 (a) a Lo we ™ cos (mt — Ax) é a taxa de varia- 


ção da temperatura em relação ao tempo à pro- 
fundidade x. 


a =-T, re cos (wt- Ax) + sen (wt — Ax)] é 


a taxa de variação da temperatura em relação à 
profundidade no instante £. 


2 
(b) Mostre que k = a 


59 (a) > =-—0,112y Mano é a taxa à qual a capaci- 


dade pulmonar decresce com a idade para um 
adulto homem. 


(b) o = 27,63 —0,112x mano é difícil de inter- 


pretar porque em geral encaramos a altura y 
de um adulto como fixa, em lugar de como 
função da idade x. 


61 e,=-—b,a,, para todo k. 


63 x=1,y=1 2 =- 4t+12 
i z 


P(1, 2, 4) 


65 0,0079600438, 0,0597349919; 0,0079600333, 
0,0598334499 


67 1,8369; 4,1743 
EXERCÍCIOS 16.4 
1 (a) 10y Ax- Ay — y Ax + S(Ay)? — Ax Ay 


(b) — y dx + (10y —x) dy 
© Ax Ay -S(AyY 
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Exercs. 3-6: As expressões E, e €, não são únicas. 
3 €,=-3Ay;€,=4Ay 

5 E,=3rAx+ (40% €, = 3y Ay + (Ay 

7 (3x2 -2xy) dx + (cx + 6y)dy 

(2x sen y) dx + (2 cos y + 3y!2)dy 

11 xe? (xy + 2) dx + (e? -2y °) dy 


© 


2 Y 
13 [xa 0? +A de +[ Fajo 
y +z 


| wz | dz a ee 


dedo Po 


(e + y + zY 


| xy(x +y) |e 


17 (2xz — 21) dx + (42) dy + (É — 2xzt) dz + (12y? 
=x2) dt 


19 7,38 21 1,87 
eoe a 
23 (a) m b)=3m 
25 (a) 365 kg (b) + 11% 
ow 
27 + 0,0185 Da A 
31 +7% 33 2,96 


35 O erro máximo em z. não deve exceder a + 2,9 pés. 
37 +1,77 in? 39 Use o Corolário (16.19). 


43 (x, Y4) = (1,8460, 1,1546) 


L Rh qc -f 
4518, 8, &||5,|=|-g 

h, h, h | |A, -h 
EXERCÍCIOS 16.5 


1 2x sen (xy) +y( + y’) cos (xy);. 
2y sen (xy) + x(x? + y”) cos (xy). 
3 2r(In s} + 8r 1n s + 2s 1n s; 


wms, A os 2rIns 


740: -Cálculo:com Geometria Analítica 


A E e iii ii ir A O cala atos 


5 We ye dy Ie + e aly 


Di ao O das 
20 Ote 
1 


7 31m (wv) +3 + 5010000 + SE 4 i ; 
Oggi-ggi-ygt-l 


y ln (uva) + +v 


25 (a) — 5 (b) A direção de — 12i — 16j 
-3(1 +ê) 

AS ae (©) Ache a direção 12i + 16j 
13 4 sen? t cos t + tg 4t sen t — 4 cos t sec? 4t (d) Á direção de 4i — 3j 
dá 6x7 + 2xy o 17 LYZ + y 27 (a) - = (b) A direção de 4i — 8j = 54k 

x? + 3y? 6Vxy — x 

TE, pra (© V2.996 = 54,8 
19 = 2 o Rei 2 E 
a fez = za 29 (b) a é a taxa de variação-da temperatura na di- 

21 - SÉ — lyze? + 3yze? reção normal à fronteira circular. 


xy? — 2xye” + 38%” 


xze” — 2e” + Ixze i 
xye” — 2xye” + 3e? Vf, 2)=i- y 


23 (a) 0,887 = 2,76 cm*/min 


31 (b) Vf (1, 2) = 1,00003333i — 0,111112345j; 


33 0,1294 41 (b)5 + v3 
(b) 0,311 = 0,94 cm”/min 


dr vdP Pdv EXERCÍCIOS 16.7 


— 3 1 
25 a EA + k di 27 — 6,4 cm /min 


29 762,6 cm?/ano 333 35 0 


1 16(x-2)+6(y+3)+6(2-1)=0;x=2+ 16%, 


=-3 4 6t,2=1 + 61 
EXERCICIOS 16.6 3 16@ +2) +180 + 1) + (2-25) =0; 
4.3 x=-2+16y=-1+182=25+t 
1 -Zi+ijo ` 3 3i+2j 
5o tgd nal 5 4(x+5)-3(y-5)+20-1)=0; 
aa 40 x=-5+4y=5-36£z=1+20t 
5 —-8i+j-9k 7 -5 7,07 , 
4 7 =+15 (9-5) nte 1)= Ox=ty=5 43, 
9 -gy5 7003 11 1,64 
z=1+t 
1 ; 
13 >= = 0,098 15 16V14 = 59,87 
2v26 9 + 0D) bre y=29 e 
15e? 12 
17 vas 7 0,34 D -g~ z=1-t > 


28 Ms la 
Ao E 
1. 2 = 
A 
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11 13 13 SP: (0, 0, f (0, 0)); mín: f (4, -8) = — 64; 


H= 
te 


máx: f(-1,2)=-5 


15 SP: (E2,: 3, 3,f(-2,-3)); 
mín: H((2,V5)=-48-6V3 


PA 
T+ 


=Y 


17 Não há o nem pontos de sela. 


19 Min: sA, 212 D-a 


15 17 l 
21 (0, 0), (= 1, 0), (0, + 1); mín: f (0, 0) = 0; 


AZ Az 
máx: f(0, +1) == 


aco qa O dE 
23 Mins aj- 


máx f DE)” 1+v2 
25 Mín: f (0, 0) = 0; máx: f (4, 3) = 67 
19 | 27 Mín: F(1,2)=f(1,-1)=-1; 
| máx: f(-1,-2) = 13 \ 


25 [82 242 = (E 2vZ 25) 


5º 15 > v5 
31 (1,2718; 1,1787) da base. 


EXERCÍCIOS 16.8 E maça 


E 


33 Base quadrada, altura > do comprimento do lado 


[MEC har 3 Min:f/5.=4] => 39 Base quadrada de lado YZ cm, altura 2 VZ cm 
` . 41 coy)-x(18 cm 361 cm 
5 Mín: f(0,0)=0 | a 
“7 SP: (0, 0, f (0, 0); mín: F(1,-—1)=-1 (2 315, A 25) 
9 SP:(3,-2,f(3,-2), 1. $ l 
My =3XxX +23 
11 SP: (2, 4, f (2, 4), (-3,-4,f(-3,-4); ES 


266 617 49' y = mx + b com m ~ 1,23, b= — 18,09; inclinação 


mín: f (2, 4) = ; máx: $(23,4) = 5 de 68. 
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53 ()a+b+c=2,a+2b+2c=2,0+2b+4c=3 
(b) 4x—y-22+1=0 | 
55 (-0,35, — 0,17) 


9 Mi (1, 5 


máx f|, — > ,-1, 3) = 


ni. 2 2 
(5: 75 735) 


13 Base quadrada de lado RE altura 


7 
YT 2 YT 


15 E 17 Altura igual a duas vezes o raio. 


21 Largura = 8 V3 cm, profundidade = > v6 cm. 


T 


23 Máx: f (0,97; 0,17) = 1,55; min: f(- 0,87, — — 0,35) 
= — 2,73 


«y 


16.10 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


1 1(1,)7):4 -972<36); a hipérbole 9y2 - 4x2= 108 


3 {y >y; 


o hiperbolóide de duas folhas 2- x-y? = 1 


52 


7 NE 


9 Lemniscatas; NE 


¿1 y) = 3x cos y+4; I y) = 1? sen y — 2y 


Br aihe) a 
fæ, y, z) = -a 
15 f (Œ, y, z, f) = 2xz VIJ FT; 
penz) - ga 
1/92) =x? VIJ TT; f (0, y, z, f) = AR 
17 fy) = 60? + 128; 16) =f y) = 6y - 94, 


f, (2% y) = DÊ — 181 


21 (a) (2x+3y)Ax + (3x-2y)Ay + (Ax) + 3AxAy — (Ay); 
(2x + 3y) dx + (3x — 2y) dy 


(b)-1,13;-1.1 
25 12x + 18y; 18x — 22y 
27 3e (94) cos 3º — sen 3º) 


30 2 
29 Ž AN ias des zseny-—x 
cos “cos y — 3xz2 
ia. E (b) 14 


ue 


Respostas dos exercícios de número ímpar 743 


33 164 +2) +4(y41)-7-2)=0;x=-2-16%, CAPÍTULO 17 


y=-1+42=2-7t 
39 Mín: f(0,-1)=-2 


EXERCICIOS 17.1 
37 
1 R 3 R, 5 Nem um nem outro. 
VA 
7 R,eR, 9 Nem um nem outro. 
i 11 (a)39  (b)81 (9)6 “13-36 
163 36 . Ds A 
15 Ei 17 E 19 > e ef) = 21,86 
4 dx 
21 (a) l, J, f(x, y) dy dx 


o [anta 


NENEN) | 
AS a ol renos 
¡Ea 
43 (0,4,4) se de 


8 ado 
wf f fenda 
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VE 
so. , (a) JSE) de 


1/3 
Of f, feaa 


Exercs. 27-32: As respostas não são únicas. 


nf T O + 2) de dy = É 


1 3y 
29 J, | ia: 


2 x 
1 
1, x? cos xy dy dx = (1 — cos 8) = 0,38 


xy? de dy => 


33 


q 37 


4x+y=9 
wga 
a 


2 +4 4 +4 
af ral Pia +4 Sos fy) ed A 


13 


K o Bay 
OFS yd Enf] Oy de dy 


“re pen 


(a) Ei J 
(b) J. L 


Senda [SO 


to naaf o “rs jag 


37 


+ 


Py) dy dx 


4 é e l+ 
af f 109 a e S A 


39 41 


y=arcigx + 


1.º e l+e-y * 
IA f ienga, a Fx, y) dx dy 


2 y2 a 1 
455, e) dx dy =7 (*-1)=13,40 


4 ví 1 
47 | f y cosx? dý dx =7 sen 16 = -0,07 
0% 4 


8 
ae lá [RS V16 +x” aa 
51 1,16 
53 0,75 
EXERCÍCIOS 17.2 


TOT 


Respostas dos exercícios de número ímpar 745 


RT dy dx = e" — e" = 23,10 


— TU” senx 


s > 
y=senx ne 
(9 y/2 
3 
(12-4x)/3 4 
13 f J, 37 (60-20: — 15y) dy dx 
2 4-y 
15 6—x) dx d 
SS, 6- ddy 
17 O plano z = 3 f 
HHH HH 


A 


746. Cálculo com Geometria Analítica - 
a o a a A A da É uni 


2 
2 
19 Parabolóide z = x? + y? af w i- +y% dy dx = e 


2 4- 
31 f A é +4) dy dx = o 33 0,42 


EXERCÍCIOS 17.3 


n/2 4sen6 1+2.cos 6 


2f f vários a J r dr dð 


a/á 2vcos26 


4. J r dr de 


1/3 4sen30 


2f S rdr d -i 


poa 


2 


= 


16 l x 2-2 cos6 E 
as ff” (4-2 -y) dy de == Tu ai e 
21/3% 3 2 


1/4 3vc0820 9 


l, L PAE 


sf EN P)rárdo = e É 


2x b 
2 Tea 
15 $, S (cos? 0) rdr d8 = 5 (8° - 2?) 


Respostas dos exercícios de número ímpar 747 


n/4 p3 6 z 
17 f f = (Ð rdrdð = EXERCICIOS 17.5 
9 39 1 513 
pra V2 In = = a Es 
2 [Y2 +1In (V2 +19] = 10,33 iS 3 -5 ss 
T pa “+? T o 6 p(6—x)2 n(6-x—27)/3 
sá , l, PE di Hi | f (Œ, y, z) dz dy dx; 
n/4 p2sec0 3 p6-2y p(6-x-—2y)/3 
aj | ae para- In (VZ +1) = 0,88 IT 4 f Œ, y, z) dz dx dy; 
0 A Ê 
1/2 p2 | 3 p(6-2y)/3 p(6-2y — 32) 
23 f f cost) rdrdo=% sen4=-0,59 Er CI rw 2) de dz dy; 
E a IS ; 
2 p(6-32)/2 p6-2y-3z 
25 sj” E (25 — rdr drda = 22 Í Í ás Í f(x, y, z) dx dy dz; 
0'0 0 
1/2 (20050 64 l 6 p(6=x)/3 p(6-x-3z)/2 
272 - dr dð == i 
| ah Ortas N f (© y, 2) dy de de; 
T/2 p4senO 2 p6-3z a(6-x— 327)/2 
294) | (16-r22rdrd0= Tf | Fx, y, z) dy dx dz 
0 0 0 
128 3/2 qVo-a ¿9-4 y 
o Gn-8)=7,15 A f(x,y; 2) dz dy dx; 
31 7 Í 33 7,307 f Io j ay 
, cdi 
EXERCICIOS 17.4 19-72 
9- -y 9-2- Voz-y 7/2 
ad prof 059,2) de de dy; 


NITZ No-z-y/2 
f i pa ¡pai 1 y, 2) dx dy dz; 


3 E V joe 32 Dax? ¿Voz 
Er E =| me pe T a [se y, z) dy dz dx; 


as pd 
Ki f(x, y, z) dy dx dz; 
5 Ro +1 +1 dy dx= 192/72 dz 
ad AG 128 
5 [43 +2 In (1 +3) — In 2] = 1,52 11 aj i J, dx dz dy == 


VEG E 


9 E - 1) = 5,33 


11 20472) 13 247,4m? 151,24 
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4 22 4-z 32 i 1 
Ba, POE TaT 21 ¿abc 
À 
23 A região delimitada pelos planos z = 0, z= 1, 
x=2, x = 3 e os cilindros y = Vi -z e 
> y = V4 =z. 
y=z 
abc? l 25 A região sob o plano z = x + y e sobre a porção do 
| de plano-xy delimitada pela parábola y =x*e pela reta = 
y =2x. 


27 Aregiáo delimitada pelo parabolóide z = x+y e 
pelosz=1ez=2. f 


1 =X 
29 | Í y? dy dx 


2 4-2y „4-x-2y 


ERE 
33 1,1685 x 10º kg 35 0,77 


EXERCÍCIOS 17.6 


_2349 -_1290 38 
= 20 E 203 7729 


(x? + y? dz dx dy 


i m 


3 m = 8k (k constante de proporcionalidade); 


7-07=5 


5 m=- (1-0) =0,225=0, 


41-07?) 
91-e?) 


7 m=4In(V2 +1)-4In(v2-1)-1=3,91; 
16 - x 
A = (0,82 


y = = 0,49 


x=0,y E 


5 31 r 7h 19 25 1259 
E l 28 |” A 8 | 3 56 
224 


32 
E 64k; 3 k; 3 k 


13 (6 = densidade) (a) 5 aò 


ia 14 | | | 
id (ço | 


A 


15 


a (com centro fixo em O) 


r 


ax Nx —4z 
19 m= po gz“ + 22) dy dz dx; as inte- 


grais para M, M. e Le têm os mesmos limites, 
mas os integrandos são x(x? +23), ya? +22) e 
a + 2), En 


Va x Vá -x 
21 m= j al ds a integral 
a-x 


para My tem os mesmos limites, mas o integrando 
éz. Por $ simetria, x = y = 0. 


TE Ya 


Mz „Maz eMy têm os mesmos limites, mas os 
integrandos Si são x, y e z, respectivamente. ` 


dy dz dx; as integrais para 


135 567 729 
Ora Mg se 
M 2.6737 21.54 z2 2 
WO O par w Ta 
Vê x Va e e 
sil res. ma +y 
(+ y? +2°) dz dy dx 
a bd -x/a) pe(1—x/a—y/b) i 
27 =f =f f (x? + y?) 8 dz dy dx 


Exercs. 29-32: As respostas náo sáo únicas. 


29 1,2 


EXERCÍCIOS 17.7 


1 (a) Cilindro circular reto de raio 4 e eixo ao longo 
do eixo-z. 


31 1,3 


(b) O plano xy 


3 O plano paralelo ao plano-yx com intercepto-x 
=, 


5 Parabolóide com vértice (0, 0, 0) e abertura para 
cima. 


7 Cilindro circular reto com trago x? + (y — 3) = 9 
no plano-xy. 


9 Oconez = 4 + 4y”. 


11 Esfera de centro na origem e raio 3. 


29 (a) 87 
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13 Cilindro com traço y? = 2x no plano-xy e geratrizes 
paralelas ao eixo-z. 


157+7=4 
19 r=2 


17 3r cos 9 + r sen 0 — 4z = 12 
21 r=2z 


ae EI po “re, 8,2) r dz dr d8 
El Jos [re 0,2) r dz dr dð + + 


ER pes: 


E 8, z) r dz dr do 


4 
00.05) 


31 05 L nata (b) mue, Pro e) 


1,24 1,026 
33 7 krd 35 $ kra 
m 
37 215.360kg 39 E 
16 
EXERCÍCIOS 17.8 


1 (2)(0,2,213) Je ,2 2:45) 


T 
2 
3 (a) (m, ecos qE a) 


b) fa 7212 ) 
5 (a) Esfera de centro O e raio 3. 


; Laa AT 
(b) Meio cone de vértice O e angulo no vértice 3 


l (c) Semiplano com bordo no eixo-z e fazendo 
T ` 
um ângulo de 3 com o plano-xz. 
7 Efera de raio 2 e centro (0, O, 2). 
9 Planox=3 À 
11 Esfera de raio 3 e centro (3, 0, 0) 


13 Planoy=5 


15 Cilindro circular reto de raio 5 e eixo ao longo do 


eixo-z. 


Ra 
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4 


€xx[jITtLTLIUI[CúúMMMMmMm1mMmMm mm ii e A A rr s 


17 Conex” + y? = 47 
19 Parabolóide 6z = x? + y? 


21 p=2 l 
23 p(3 sen ( cos O + sen À sen O — 4 cos q) = 12 
25 p=2cscb 27 tg4=4 


29 pAsen? | sen? O + cos? q) = 9 
31 5 kraf (kconstante de proporcionalidade); centro de 
massa as a da base ao longo do eixo de simetria. 


161 124 


Leo 124 
33 ¿Fa 35 3 37 KT 


39 L 7 - 1) = 66,63 


41 (a) (2312, 3V6, -6 V2) 


(b) O deve sr aumentado de 105”, 4 reduzido de 


8 o 
(ss + arctg VIDE + 80,26 , e L aumentado de 
1192 — 12 = 1,86 
EXERCICIOS 17.9 
1 (a) Retas verticais; retas horizontais; 
1 1 
(b)x = 34 y=3ZV 


3 (a) Retas com coeficientes angulares 1 e -2 


3 1 2 1 
(b)x = Zu + Papos ERA 


5 5 


5 (a) Retas verticais, retas com coeficientes angular — 1. 


b)x=u 8, y=y-uB 
7 (a) Retas verticais; retas horizontais. 

(b) x = In u, y = In v 
2 (a) O retângulo de vértices (0, 0), (6, 0), (6, 5), (0, 5). 


y? 


o u 
(b) A elipse 9 t 25 7 1 


11 (a) O triângulo de vértices (0, 0), (- 1, 3), (2, 4). 
(b) A reta—u+3v=5 
13 4124 4? 15 2u(uv— 1)e CY 


2 p2-u 
17-6 19 | f (v-u) 2 dv du 
0 


1 Vi - y? 5 5 
af f — 0 + v?) 6 du dy 
3 p1 
od sdai, nes 
23 lá Pu cos v) 7 du dv =3 +7 sen 6 12 
sen 2 = 0,23 


flo [Era ]ia a e 


Th a fo) od 


29 1,08 x 102 km? 


Ry 
H 
Alo 


31 (a) (1,1,1) of] 
ð q Ft 0 


37 


17.10 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


5 63 _107 
1 “84 3 4 s “20 


4 Véa 
7f 109 


anda 


11 13 


r=2+4cos0 


15 qa - e = 0,25 17 13 
19 4427 = 17,77 

3 
21 2 1n 2 =7 = 0,64 


1/2 pr/A pava 
23 | f fJ -psen gdp do do 
=64(2—-V2)r = 117,78 


25 9k (k constante de proporcionalidade); 7 a 
Tg 256 (08 12 
27 2nk 29 q Dk | 31 (657) 
Vi +y Vi-x +y 
= k Nx? 
33 L Mar E +z) Na taz dz dx dy 
35 rafk 
37 Retangular: (-3 V2, 3V2, 6V3); cilíndrico: 
(6 qe, 63 ] 


39 2=9-3x2-3y?: parabolóide com vértice (0, 0,9) 
e abertura para baixo. 


41 +) = 16; cilindro circular reto de raio 4 e eixo 
segundo o eixo-z. 


43 Vx? +y? +2 (Vx +y +z -3)=0; esfera de 
raio 3 e centro na origem, juntamente com seu 
centro. 


45 (a) z=r? cos 20 
(b)cosú =p sen” $ cos 26 
47 (a) 2r cos O + r sen 0- 3z = 4 
(b) 2p sen ọ cos 8 + p sen 4 sen 8 — 3p cos q = 4 


Respostas dos exercícios de número ímpar 751 


waf jo D 


3 p4 5 By 
Or, la lh 


arctg (3/4) p4 sec 8 “5 
PRE raraos f” D raro 
AN 
aL a 
ES iy EA 


b) ET rdz dr do + T f MEC 
(o pe E (4/3) j sec q E TA ó els de mos 


Dum], 0 sem o dp do do 


53 e-1=1,72 


CAPÍTULO 18 


EXERCÍCIOS 18.1 


te 


4 


| 


HH 
Ses 


ne 


4 
CALA 


Ze 


+ 
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11 Fẹ, y, 2) = 2xi — 6yj + 82k 


1 E : 
E 


15 ¡+12 + yk; 2xz + 2xy + 2 


17 — y? cos zi + (6xyz — ej- ad 3yz? + 2y sen z 
+ 2xe* 


13 F(x, y) 


37 0,145 
EXERCÍCIOS 18.2 
1 14(2- 1) =25,60; 21; 14 

34 2 16 
3 > 5 -73 

15 29 

TO 05 07 0, 
9 


Ge + 60? — 12e + 8 — 5) = 23,97 


11 (a) 19 (635 (c) 27 @ 5 viş 


15 2 (para todos os caminhos) 


412 Es 
170 19 15 23 x 


1 

S 

ei 
1 


27 4 2 
IS a te; I, = ata 


29 Se a densidade em (x, y, z) é 5x y, 5 então 1, = 
Se 0+2) èC y, 2) ds, 1, = So (12 +22) òy, 2) ds, 
eL= (+) dx y, 2) ds. 


31 0,1554 


EXERCÍCIOS 18.3 
1 fæ y)=xLyt2x+y +e 
3 E A E E E 
5 fæ y)=2 cosx+5y+e 
7 f@yD=4rz+y-3y r +c 
9 fœ y, z)=ytgx-zč +c 


Exercs. 11-14: Dá-se uma função potencial f, junta- 
mente com o valor da integral. 


11 f y) = + xy; 14 P 
L3 f (œ, y, Z) = 32y + 2x2 + 2-31 
ð aa a3 
5 3y (dey) = o (xy) 
e TEs æ sen y) 


21 N OP 
dz ðy 


23 f(x, y,z)= -2cm +y? +z’) +d, E 


e d é uma constante. 


27 Isto não viola (18.16) pois D não é simplesmente 


conexo. M e N não são contínuas em (0, 0). 


29 y = Pc 
dd, 
EXERCICIOS 18.4 
7 2 
1-5 35 s 7-3 
90 10 13 -3x Teg 


17 6-2n5=1,98 19 ¿nd 


23 O Teorema de Green não se aplica, pois Me N não 
sáo contínuas em (0, 0), náo o sendo, pois, em todo 
o círculo unitário. 


4a 
3x 


EXERCÍCIOS 18.5 


27% = 0,7 = 


1 Sad 3 5v14 
(12-34 1 
5 OS, SN 4)? (3 Jaco 


36-214 2 1 
DI), + [3002-2040 | 25125) dedz 
8 6 
7 04,3, [4-3 56742) 17) o 


UNA [x -28—x) + z] VIT dz dx 


9 Como ffcg(x,y,z) dS = c ff dA, o valor da integral 
é igual ao volume de um cilindro de altura c com 
geratrizes paralelas ao eixo-z, cuja base é a proje- 


ção de S sobre o plano-xy. 
121? 133a 15 18 17 8 
21 a aviy 0,z= 1364 (b) 1.3651 V2 
EXERCÍCIOS 18.6 
1 24 3 20x 5 0 
1361 
7 3 9 24 


11 Ambas as integrais são iguaus a 4x4. 
13 Ambas as integrais são iguais a 47. 


27 62,51 kg para cima. 


EXERCÍCIOS 18.7 


1 Ambas as integrais são iguais a — 1. 


3 Ambas as integrais sáo iguais a na”. 


7-8 9 


Respostas dos exercícios de número ímpar 753 


50 7 -8n 


9 O medidor de rotacional gira em sentido anti-ho- 
rário para O < y < 1 e em sentido horário para 1 < 
y < 2. Não há rotação se y = 1. rot F = 2(1 — y)k; 


|rot F) - k| = [2(1 — y)| com máximo 2 em y = 0 e 
y =2 e mínimo 0 em y = 1. 
y 
* 
+— EH e aim 
— o nn 


11 A Figura 18.5 ilustra vetores típicos de um campo. 
Um medidor gira em sentido anti-horário para 
todo (x, y) = (0, 0). rot F = 2k; I(rot F) - k| = 2 para 
todo, (x, y). 


18.8 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


5 Fx, y) = (sec? vi + (Qy tg x) 
_56 
5 


a 3/2 _ 473/2 
1 144 (1.025 17% = 227,40 


13 70 15 0 


19 f(x, y; z) =P +y?cotz+c as l 


23 302 4122; (2y —2ay2)i+ (407 2x j + OZ) 


